This is a digital copy of a book that was preserved for generations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of
to make the world’s books discoverable online.

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was nevel
to copyright or whose legal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domair
are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that’s often difficult to discover.

Marks, notations and other marginalia present in the original volume will appear in this file - a reminder of this book’s long journey fro
publisher to a library and finally to you.

Usage guidelines

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belon
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have take
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying.

We also ask that you:

+ Make non-commercial use of the fild&e designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these fil
personal, non-commercial purposes.

+ Refrain from automated queryirigo not send automated queries of any sort to Google’s system: If you are conducting research on m:
translation, optical character recognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encc
use of public domain materials for these purposes and may be able to help.

+ Maintain attributionThe Google “watermark” you see on each file is essential for informing people about this project and helping ther
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it.

+ Keep it legalWhatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume |
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users
countries. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can’t offer guidance on whether any specific
any specific book is allowed. Please do not assume that a book’s appearance in Google Book Search means it can be used in al
anywhere in the world. Copyright infringement liability can be quite severe.

About Google Book Search

Google’s mission is to organize the world’s information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps
discover the world’s books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full text of this book on
athttp://books.google.com/ |



http://google.co.uk/books?id=6wc3AAAAMAAJ

A propos de ce livre

Ceci est une copie numérique d’'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d’une bibliothéque avant d’étre nun
précaution par Google dans le cadre d'un projet visant a permettre aux internautes de découvrir I'ensemble du patrimoine littéraire mc
ligne.

Ce livre étant relativement ancien, il n’est plus protégé par la loi sur les droits d’auteur et appartient a présent au domaine public. Lex|
“appartenir au domaine public” signifie que le livre en question n’a jamais été soumis aux droits d’auteur ou que ses droits légaux sont
expiration. Les conditions requises pour qu’un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d’'un pays a l'autre. Les livres libres de d
autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance hum:
trop souvent difficilement accessibles au public.

Les notes de bas de page et autres annotations en marge du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme
du long chemin parcouru par I'ouvrage depuis la maison d’édition en passant par la bibliothéque pour finalement se retrouver entre vos

Consignes d'utilisation

Google est fier de travailler en partenariat avec des bibliothéques a la numérisation des ouvrages appartenant au domaine public et de
ainsi accessibles a tous. Ces livres sont en effet la propriété de tous et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce

Il s’agit toutefois d’un projet colteux. Par conséquent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inépuisables, nous avor
dispositions nécessaires afin de prévenir les éventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en ins
contraintes techniques relatives aux requétes automatisées.

Nous vous demandons également de:

+ Ne pas utiliser les fichiers a des fins commercidesis avons concu le programme Google Recherche de Livres a I'usage des particu
Nous vous demandons donc d’utiliser uniquement ces fichiers a des fins personnelles. lls ne sauraient en effet étre employés
quelconque but commercial.

+ Ne pas procéder a des requétes automatidBesvoyez aucune requéte automatisée quelle qu’elle soit au systéme Google. Si vous effe
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractéres ou tout autre domaine nécessitant
d'importantes quantités de texte, n’hésitez pas a nous contacter. Nous encourageons pour la réalisation de ce type de travaux I'utili
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous étre utile.

+ Ne pas supprimer l'attributioh.e filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre
et leur permettre d'accéder a davantage de documents par l'intermédiaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le sup
aucun cas.

+ Rester dans la légalitQuelle que soit I'utilisation que vous comptez faire des fichiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabili
veiller a respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public américain, n’en déduisez pas pour autant qu'il en va de mé
les autres pays. La durée Iégale des droits d’auteur d’un livre varie d'un pays a l'autre. Nous ne sommes donc pas en mesure de r
les ouvrages dont I'utilisation est autorisée et ceux dont elle ne I'est pas. Ne croyez pas que le simple fait d’afficher un livre sur
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut étre utilisé de quelque facon que ce soit dans le monde entier. La condamnation a laqt
Vous exposeriez en cas de violation des droits d’auteur peut étre sévére.

A propos du service Google Recherche de Livres

En favorisant la recherche et I'accés a un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le frangais, Goog
contribuer a promouvoir la diversité culturelle grace a Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livre
aux internautes de découvrir le patrimoine littéraire mondial, tout en aidant les auteurs et les éditeurs a élargir leur public. Vous pouvez
des recherches en ligne dans le texte intégral de cet ouvrage a I'glditps#Books.google.com |



http://google.co.uk/books?id=6wc3AAAAMAAJ

Digitized by GOOg[Q



!.l

@-0 O Q 0 @ - 0 ¢ ¢-6-0-
wqﬂ‘u

;eo-'-ﬂ
T Y e B X
s.a‘-’.-‘-‘-.‘-‘.

NS NS A NEp

‘o‘o..'.'-o .
l Q. ®--a-
“0--.0‘0

CC

“
‘

C
.

Q
-
.

s @
& ' a
L

S
s

L
B

3

-

%
A

[,

R

.

a..“-“*.----‘ “-‘q

e cw_ 0B,

"

‘

‘.
0
o

L
3

.
.-‘:{
. .Q

4"

R P
>
®

R
a
ié:

q
1






\ 3 .
FARPEGIEVE 3 2 (AR R Sl
/ Ll




GEOMETRIE

METAPHYSIQUE

ovu

ESSAI D’ANALYSE
LES ELEMENS DES :é‘:ENDUE BORNEE,

kL

. ~
Y +
o€t

A\

A PARIS,
Chez Jean-TromAs HERISSANT, rue S. Jacques;
3 8. Paul & 2 S. Hilaire.

M DCC I.YIII |
-dvee Approbauon & Privilége du Rod



' .
h
Ry
. - ——a - -
i
-
. . [R—
VR 1.
Qi
Y
€ - -
.
- ¢




-1~ d AeS

g

3.

h)

\}_A‘J'L . ‘«f'n.,
o

WL -

T,

PREFACE. -

E ttre de cer Ouvrage ne
doit point effrayer les Lec-
teurs. La Métaphyfique qpe

yannonce n'eft point une

Meéraphyfique abftrufe & -

rebutante. Loin de femer de nouvelles
épines dans la carriere de la Géométrie,
jai deflein d’en faciliter I'entrée; & des
amis peut-écre trop indulgens me flattent
de quelque fucces. v

Les premicrs Géométres ne parvinrent
a connoitre les proprictes de I'étendue
bornée qu'a force gc recherches péni-
bles. Quel plaifir pour cux, lorfqu’aprés
des tentatives fouvent infruueufes, ils
trouverent enfin des démontftrations! On
admire avec raifon leurs découvertes, &
plus encore la fagacite qui les y.conduific
par des routes qu'ils fe frayerent eux-mé-
mes. Chofe étonnante ! La Géométrie
éroit déja dans un ige miir, lorfque la

45

P
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" Philofophie n’étoit gueres qu'au berceatn
Mais contens de la certitude, les Géo-

_meétres n'ofoient encore afpirer 4 I'evi-

" dence. Ce n'eft pas en cffet aux ¢réateurs

“des Sciences & des Arts quon demande

" la perfeétion. L'ordre & I'¢légance font
a la charge de leurs fuccefleurs.

- «.:La Géomérric prefque oubli¢e dans les
fiécles d'ignorance, fut remife en hon-
ncur 2 la renaiffance des Lettres. On étu-
dia les Anciens; & I'on ne pouvoit rien
faire de mieux. Euclide devint le Livre
claflique que les Sgavans eclairciffoient
par de vaftes commentaires, & dans le-
quel une prévention outrée ne leur per-
mettoit pas de foupgonner des défauts :
il y en avoit cependant, au moins dans

Lart de Jaméthode. ,, Au licu de commencer, dit
ff"&;’ g 5 M.. Niicole, par les chofes les plus fim-
» ples & les plus géncérales, pour pafler

5 aux plus compofées & aux plus parti-

& culieres, comme lordre le demande,

5 Euclide brouille tout; traitant péle-mé-

5» le des Lignes & des Surfaces, des Trian-

» gles & des Quarrés, & prouvant par des

s Figures les proprictes des fimples Li-

5» gnes. “ On regardoit fans doute ce déf-

oidre comme un mal.néceflaire auguel



PREFACE v
il étoit dangereux de-toucher. On crai-.
gnoit qu'en changeant la fuite des pro-
fiions , il ne.fat plus ft facile de les
déduire les unesdes autres; & qu'en ran-
geant les matieres dans un ordre phis
naturel , on ne nuisita la:démondtration..
Eh, qu'importe, difoit-on peut-étre . lay
maniere de propofer les verités, pourvik
que lon parvienne a convaincre? . . @
M. Arnauld ofa le premier fecouer le;
joug d’un préjuge fi contraire au progres:
des Sciences. Ce grand homme ima-
gina fans peine un plan fupéricur i celu
qu'on avoicfuivijulqualors. En fe jouant;;
& fans autre {ecours. quune legere téin=
ture de Géométrie ; il compofa de nou-~
veaux Elémens, fource & modéle de tous:
ceux quon-a publiés depuis, s
Cés efpéces de copies fe font multi--
plices a linfini; & ce rorrent ne paroitr
pas devoir tarir fitdt. Ne feroit-ce point
une preuve quancun.de ces Ouvrages;
ne remplic parfaitement lidée que nous.
nous- formons d’une excellente Géomé«
trie élémentaire? Sont-ils méme tout-d~
fyr exemts des défauts que FAuteur de
FArtde penfer a fi bien releves dans:celut
dEudclide; &.dans fes Commentateurs3
& iff
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Si les grands génies, qui depuis un fiécle
- ent élevé la Géométrie tranfcendante au
point dc gloire oti nous la voyons, euffent
daigné sabaiffer aux Elémens de la fim-
ple Géomeérrie, il .eft 3 préfumer quun

Ouvrage forti de'lear plume auroit ap-

proche de la perfe&tion. Maisils n'ont pti

fe réfoudre A defcendre de leurs fublimes

fpéculadions. Ils ont remis i des mains
plus foibles le foin de former des Com-
mengans. ’ ,

- Ce n'eft pas que je veuille décriet nos
Livres élémentaires. Tous font utiles, &
plus ou moins eftimables. Néanmoins
en les parcourant, on s’apgergoit quils
ofic “¢te jetres, pour ainfi dire, dans le

méme moule. Ceft i peu prés le méme

ordre, le méme enchainement de vén-
» A " 14 .
tés; le méme genre de démonftrations:

un peu plus ou un peu moins d’étetidue

& de détail, plus ou moins d'applications
4 la pratique en font la différence. Nos
Auteurs ne pouvoient-ils fe faire valoir
plus avantageufement: que par cette
abondance fterile? La Géométrie eft une
Science profonde : on peut 'envifager
fous tant de faces: on peut tellentent
Yarier les preuves des vérités qu'élle pro~




 PREFACE vij
pofe, que chaque Livee élémentaire de-
vrokt prefque offrir un fyftéme rout neuf,
‘Un célébre Géométre de nosjours(4)
selt écarcé avec fucees du chemin battu.
Abandonnant la méthode fynthétique 3
laqueHe. fes prédecefleurs s'éroient fervie

“lement attachés, il remonte juiqu’a Poris
gine dela Géomérrie. Guide pat le befoin
des hommes, il procéde avec les inven»
teuwrs de cette {cience; & fans donner
dans les écarts qui leur eroient inévitas
bles, il fuit lordre qu'ils auroient dd fe
prefcrire. Pourquoi sie tenterions - ous
pas-a fon exeniple d'suvrir unc nauvelie
route? Ce n'eft pas l'efpric-de rivalice qui
m'attishe | je ne me flatre point de faire
micux gue les autres fais jofe faire au-
trement, - . - .

Deuk voies conduifent 2 1a véneé :
celle de la fimple certitude, & celle de
Yévidence. ,, Les Géométres, dicPAuteur  1v. Pare,”
» de’TArt de penfer, fontlouables de n’a- Cb- IXe
» VOIr rien voulu avanéer que de con-

. » Vainquant. Mais il femble qu'ilsn’ont
» Fas pris affez garde, que pour avoirune
» Icience parfaite de quelque vérite, il ne
» fuffic pas de {gavoir que cela eft vrai, &

(4) M. Clairaut. N '
: . e
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e ‘;plus on ne pénétre -par des raifons
» prifes.de la nature de la chofe méme,
» pourquoi cela-eft vrai. Car jufqua ce
»:.que nous foyons-arrivés a ce_point-1a,
» notre efprit n'eft point pleinement fa-
» tisfait, & cherche encore une plus gran-
»de connoiffance que celle quil a; ce
#:qui eft une_marque quil n'a point en-
»ycore la vraie fcience. .~ .
. +Ainfi, felon cejudicieux. Autepr, Eu-
clide & fes difciples ¢roient réprehenfi-
bles de n’avoir élevé les vérités Géoméeri-
ques quau deégre de la fimple certicide,
&.de n'avoir fait-aucun eftory pour leus
doenner léclac-de Pévidence. > :
o-:Mais nauroit-onpas quelquedroicde
faire le méme reproche aux Auteurs des
nouveaux Elémens? Quoiqu'ils atent dif:
pofe leur matiere dans un ordre plus na-
tgurel que celui d’Euclide ,il eft manifcfte
qua fon exemple ils ne tendene gueres
qua la convi¢ion. De-la, tant de preu-
ves compliquées, forcées, épinetfes, qui
défefperent les Commengans; & cela,
pour établir des propofitions dont la ve-
zigéfaute aux yeux. On rejette méme avec
mépris, comme des preuves vagues, ces
etincelles de lumiere que la fimple conf-
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truction’des Figures faiv quelquefois bril-
let gout leur {ubftituer ce quion & i

des démonttrations rigoureufes fondées
fur un echaffaudage. fc‘Ligncs fubfidiai-~

res que le caprice femble avoir imagi-
-5 Jeim’enrapporte 4 ceux qui lifent nos
Livres élémentaires. Ils font convainous
fapsdoute, lor{qv'ils font venus 2 bour'de
compeendre leur . Auteur.. Mais combienl
de fois leur arrive:til. de: perdre terre 2
Quelle.eft fouventteur furprife, lorfywas
fpres avoir parcourn le labyrinthe obfcur
par lequel on les conduit, ils fe voyent
argives au but d'ouils fe croyoient enco4
re fore éloignés? Hleur femble que le ha<
zard'feul a fait appercevoir dans une Fi-

]

f\n‘cdcs propriétés qu'on n’y auroitjamais
eupgonnées ; & que ceft par un nou-
veau coup de hazard ; quune propofition
prouvée fert 2 demontrer la propofitien
{uiyante. Cet affemblage de propofitions
leur: paroit un tas de verités ifolees dont
la multitude les étonne & les accable,
parcequon leur laiffe ignorer lintime
rapport qui les uriit & les.identifie. Une
marque certaine que;ces preuves rigou-
reufes ne font rien mpins’ que naturelles,
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c'eft qu'apprifes avec. peine, €lles Sons

blilent aifement;; i nmoins qu'on ne fe les

rappelle fans ceffe. Ainfi, malgré leurs
tfavaux, nos Auteurs n'onr point encore
porte ka. Geoméerie au poine d’unie Sciens
ce parfaite, qui fatisfafle pleinement l'ef-
P“f’ & liflure de la poﬂPcﬁion de la vé-
rito. L o
- @n convient avjourdhui que routes
les Sctences, fans en excepeer la Grane
maire, font fondées fur des principes
trés-métaphyfiques ; & qu'en vain fe flat:
teroit-on d'en avoit une véritable cons
noiffance, fi fon ne remohtoit jufquaux
premieres notions. La Géométrie ne fera
s fans doute exceptée de la régle gé:
nérale.” Cette Science faifant abftrac-
tion des qualités phyfiques qui nous ren-
dent les corps fenfibles, peut-clle étre
autre chofe 3u’une;métaphyﬁque de E-
tendue bornee? Rien en effet dont nots
ayons des idées fi nettes & fi diftinétes
que de ces portions d’Erendue que nous
appellons Figiures. Seroit-il poflible que
ces notions approfondics ne nous décou-
vriffent aucune propriéeé dans les fujers
qu'clles nous font i bien concevoir? -
.. Cependant les Géomérres font peu

;
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cutdeux de réfhoriter & ees'idées prithors
diales. Aprés qielgues axibmes & quels
gues dehmitions , ils earrert out d'uh
coup én fhatiete ; tratent du Péine 8z des
Lighes droites & courbés; de-1a paﬁ'ch?
atix Surfaces ; & Ridlfletit par les Sotides:
Je-wai parde de-bladher' cette marchei
Mis 4l feroie effenticl d'y ptéparer b
Lé@eur. 11 faudroic lui faire fentir quele
Solide;, feule Figure ¢ottiplette, cft trop
compofé, pour étre connii d'une premie
re viiey que par ddn'fég:dnt il eft nécef-
faire de I'examiner en detail : que la Sur<
face qui 'environne mérité nos premiets
®gards : que certe Sutface elle-méne
éeanit térininée par dés Ligneson droires
6u coutbés, hous devohs ‘examiner d’a<
bord ies firuations ou ce$ Lignes peuvent
dtre placées les unes A I'égard des autres;
~ comiment elles peuvent fe renconeret , fe
wucher, fe couper, & ce qui réfulte de
ces différens rapports. En un mot, il fau-
droit apprendre au Le&eiir que nous inf-
wuifons, quune Figure folide et un tour,
& nefgauroit par conféquént étre conntie,’
a moins quon ne la d¢compofe en fes
Elémens formateurs : it fdndroit lui faire
obferver qu'une pottion détendue eft un:



xij PREFACE

amas de Surfaces oude Tranches; la Surs

facc, un amas de Lignes; la Ligne, un

amas de Points. On lui diroit encore que.

lc Pojnt par fon mouvement forme la-Li-
ne; la ngnc, la Surface; & la Surface x

e Solide. Le plus foible Commenganc
peut faifir ces notions ,. & dés-lors com-
prendre Tobjet de Pérude A laquelle il fe
livre,, & laraifon de la longue route qu’ $11
lui faue parcourlr avant que damvct au
Solide tout formé. -

Mais le Géomérre pcut-ll fauc ufagc
du Point, de la Ligne & de la Suiface,
fans en examiner la nature, fans diftin:.
guer les différens crats dans lefqucls on;
peut les confidérer? Ce. feroit voulGir,
connoitre un rout, fansen connoxtrc\lcs‘
parties. Et quon ne dife point que cette,
matiere eft du reffort de la Geométrie.
tranfcendante. On ne me perfuadcra )a~
mais que lanalyfe des Elémens des Figu-
res foit é crangere ala Géométrie élémen-,
taire, ni quon ne pulﬁ'c penctrer dans,
leur nature, fans recourir aux calculs de:
Lelbnltz & de Newton.. . . :

Ccttc artie fondamentale ayant éé

hgcc ;ufqu ici, je ne ferois pas fuar-.
pns g avoir a reprochcr desécartsa qucl-,
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- ques-unsde nos Auteursmodernes.Qu'on
ne seffraye pas néanmoins:: il eft difficile
que des Géométres tombent dans de vé-
ritables erreurs. Tout fe réduira de ma
art a reléver des embrouillemens, des
équivoques & de légéres méprifes.
On conviendra fans doute qué la mé-
thode fuivie jufqu’ici a desinconvéniens.
Mais qu'y faire, dira-ton2 La Mctaphy-
fique nous montre d’abord une foible
lueur, & nous abandonne tout a coup.
Ne fommes-nous pas trop heureux j’c
fortir de cesténébres, en nous frayantun
fentier obfcur, qui ne laiffe pas de nous
conduire i la lumiere? A quoi ferviroit-il
d’employer en quelques occafions rares
des preuves plus fimples & plus naturel-
les 2 La marche de nos démonftrations
doit étre uniforme , & cette bigarure ne
pourroit que la troubler.
" Un Ecrivain plus hardi répondroit :
‘Onn’a qui lire mon Ouvrage, & lon
verra fi linfluence de la Métaphyfique
fur la Géométrie eftauffi bornée qu'on fe
Iimagine. Mais & Dieu ne plaife que je
préfume ainfi de moi-méme. Ce neft
qu'un foible Effai queje préfente 3 mes
Maitrgs, Cependant , toug informe quil
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eft, eet Effai pourra lcm’ ouvrir les yeux
fur des objets quils n'ont négligés que
' faute d'atrendion.

Unre ob;c&xoa plus formidable fe pré-
fente encore ici, La certimde, me £ta-
- t-on, eft l'eflentiel de la Géométrie, par-
ceque cette Science tend a la prarique,
& qu clle n'offriroit que’des fpcculguons
aﬂ'cz vaines, {i les avantages quon en
retire ne ]ufhﬁoxcnt lapphcanon quony
donne. Une Théorie métaphyfi que au-

roit fans doute quelque cgofc de pl plus
farisfaifant. Mais eft-1l A propos de sy
livrer2 La Métaphyfique qui nous promet
Yévidence, nous la donne rarement, &
le plus fouvent nous féduit par des lumlc-
res trompeufes. Tout ce qui tient de cette
Scignce, femble dés-lors fujet A contefta-
don. Abandonnez la Géométrie aux Mé-
taphyficiens, clle {e dégradera bientoe
pat les mauvais raifonnemens & les pa-
radoxes. Le plus fiir eft de nous en renird
nos preuves ngourcufcs, Toutes ob{cures
gwelles font, elles forccnt Tefprit le ‘Em
opnma,ttc ; &ce qm narrive jamals
les autres Sciences, nous pavons point
de contradi@eurs. - -

Mon zle pous la Mgnphyﬁquc ne
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m'empéchera pas de fonfcrire 3 ce qu'on
dit ic1 de fa forbleffe & de fon infi -
ce; & sil falloic opter entre la voie de
Pévidence & celle de la certitude, je
w’héfiserois pas d préférer la derniere. Les
anciens Geométres ont donc fait trésfa--
gement de sartacher d’abord unique-
ment A cewe voie. ,

Mais la certimde de la Géométrie
érant déformais inébranlable, qui peut
srouver 3 redire quon cherchea perfua-
der ccux qui ne font que convaincus;
?u’on fafle vair les objets a ceux qui ne
ont que les toucher; & qu'on porte le
flambeau dans une route fiire A la vérivé,
mais dont l'ob{curité rend le trajet en-
nuyeux. On voudra bien reconnoitre ap-
paremment que l'évidence ajoutée 2 la
certitude ne peut que Iorner au lieu de
lui nuire,

Qu'on ne nous faffe donc plus peur
des illufions inféparables de la Métaphy-
fique. Nous n'en avons rien a craindre
ici, Les vérirés Géométriques font trop
folidement ¢rablies, pour que desraifons
ahftraites puiffenty donner atteinte. Mais
fi les raifons abftraites me conduifent au
but ou les preuves'qu'on appelle rigour
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reufes mont deja-fait arriver, pourquoi
refuferoisje le fecours d’une main favo-
-fable qui'ne peut.qu'affermir mes pas?-
-, Quie 'on commeénce donc, fi l'on veut,
par fe convaincre : que lon sexerce 2
Técole de quelques-uns de nos Auceurs
£lémentaires les plus eftimés; on he per-
dra pas fon tems. Mais peut-étre.qu'apres
avoir acquis avéc eux une certitude la-
borieufe, on ne fera pas fiché de gouter
avec moi les douceurs.de I'eévidence. Ce
ne fera pas ménie toyjours par de nou-
velles preuves que yeflayerai d’y condui-
re. J"agoptc avec plaifir celles que mof-
frent tous les Auteurs, lorfque je puis y
donner uné tournure metaphyfique. Par
elles-mémies, elles font lumineufes: pour-
*quoi prendroit-on a tiche de les obfcur-
o qr? ﬁ
Ce n’c&\gas au refte que je neglige la
certitude. J'ofe me flatter qu'il ne man-
que rien 4 mes preuves pour étre des
démontftrations en rigueur. Je tiens com-
pte-ala Métaphyfique des fecours qu'elle
moffre pour me mettré fur la voie de la
vérite; & lorfquielle ne:m’y fixe pas irré-
wyocablement, je 'abandonne fans fcru-
pule pour prendre unchemin plus gu.
v
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On en verra plus dun exemple dans cet
Ouvrage.

Que 'on me pardonne encore fi je re-

- leve un autre défaut de nos Auteurs élé-

mentaires. C'eft leur dévouement fervile
3 la méthode fyntheétique. Ilsla trouvent
plus commode apparemment. Car rien
n'eft plus aifé que d’expofer un Théoré-
me, & dy joindre un raifonnement dé-
charné, que lon intitule Demon/lration.
Voild néanmoins une des principales
caufes du dégoiir que les Commengans
éprauvent dans I'étude de la Géométrie.

hmiuc nouvelle Propofition les fur-

] L e
prend, parceque rien de ce qui précéd
P » parceq qui p e

ne les y prépare. Ce font des oracles
dont ils ont peine i découvrir lefens. La
diftance quils voyent entr'eux & leur
maitre les humilie & les décourage 2
Pexces. N'eft-il pas plus raifonnable de fe
proportionner a leur foiblefle? de leur
propofer la vérité , non comme trouvée,
mais comme 2 trouver, & de faire avec
eux le chemin néceffaire pour les y con-
duire? Il leur femble alors qu'ils ont mar-
ché tout feuls; & la confiance qu'ils en
congoivent, les met en état d'avancer

grands pas dans la carricre. o
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Ileft vrai que la méthode analytique -
(4) occafionne inévitablement quelques
Jongueurs. Comine il faut rendre compte
de tous les procedés, & tenir perpétuel-
lement fon Le&eur en haleine, il eft dif-
ficile,, & peut—ctre dangereux dé étre con-
cis. Mals qu'importe : La clarté nait quel-
quefois d'une prolixité bien entendue,
Il ne fufﬁt pas, pour inftruire, d’établi
des vérités. 1l eft encore plus important
de les dcvclopper d’en faire fentir le
prix, & d’étendre les idées de ceux qui
commencent. Ceft par-la quils acquer-
reront l'efprit geomcmque, avantage le
plus folide que Fon puiffe retirer de Té-
gude de la Géométrie.

Tajoute que Ceft le feul moycn dy
re.pandrcquclquc agrement. A lexemple
des Scholathues les Géomérres ont ab-
juré toutes les graces du difcours, comme
fi par.elles-mémes clles nui[oicnt ala re-
cherchc de lavérite. Ceft uncinjufte pre-

Peal, C, vention fomentée par la parefle. ,, Ceux-

XXXI,
$2.

5 12 honorent bien la nature, dit M.

( 4) 1l ne s'agit point ici de l'Analyl'c mathémztique
fi connuc par ies Ouvrages des grands Géométres de
003 jours, mais de I'Analyfc philofophique: que je vous
drois introduire dans les Legons clcmcntancs.




PREFACE = xix
3» Pafchal, qui lui apprerment qu'elle peut:
- 5 patler de tout, & méme de Théologie.«
Pourquoi le langage d¢ la Geomerrie lui
feroit-#l étranger? Seroit-ce la feule Seien-
ce que l'on ne pourroit traiter d'une ma-
niere intereflante 2 Je né dis pas quon
Pégaye par des épifodes & des digref-
fions: encore moins quon y répande des
fleurs ou de grands traits d’cloguence,
Mais el befoin de la morceler &cdela
hacher, pour ainfi dire,, en Lemmes, en-
Théorémes; en Problémes détachés? Ne
- peut-on pas diflerter fur cette maticre,-
comme les Auteurs polis traitent une’
queftion de Théologie ou d¢ Métaphy-
fique ? Je fens plus qu'un autre combien
la néceflité de défigner les Points, les’
Lignes & les Surfaces par les lettres de
I'Alphabet ,";glacc limagination d’'un Au~
teur. Mais {orti de ces entraves, il doit
généralifer les. objets, raifonner avec fes.
Leéteurs. Pour peu quil ait de talent, it
trouverd le moyen de jetter quelque in~
térér dans fon ftyle. - :
L’application de la Théorie i la Pra-
tique paroit étre I'objet principal de nos.
Elemens modernes. Ceft crb: effet par-la

. b ij
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ue la Géomeétrie cft vraiment utile 3 la.
gaci'été. Je ne pourrai néanmoins m’éten-
dre fur ce fujet, parceque je confidére
la Géométrie comme une Science, &
nen comme uni Are. Mais comme lart eft
fonde fur la {cience, quiconque fe fera:
rendu les principes familiers, en fera Fap-
plication fans peine.
Par la méme raifon on ne trouvera
dans ce Volume ni Traité &’ Arithméti-
ni Traité d’Algébre. Ces Traites,
tres-utiles d’ailleurs , n'entrent pas dans
mon plan. Je dois{uppofer que mes Lec--
teurs auront au moins une legére notion:
des quatre principales. regles de FArith-
métique : je ne leur en demande pas
davantage. A l'egard de I'Algebse, on
fait que la Géométrie élémentaire n'a
pas befoin de fon fecours, & que par con-
fequent on fait trés-bien de sen pafler.;
Je me fuis donc abfolument interdit tout:
calcul algebrique, lors méme quiila fallu
cuablir la Théorie générale des Raifons-
& des Proportions. Je n'en ai retenu que
quelques fignes pourabréger 'expreflion,
eviter la repetition des mémes mots, &+
mettre plus nettement fous les yeux du
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Le&eur les formules numériques que je
donne pout exemple. (4) ‘

H éttinutile & entrer datisun plus grand
dérail. Ceft ¥ eeux qui f¢ donnerort far
peine de lire mon Ouvrage, qu'il ap‘Eaﬁ‘ :
tient de le juger. Je me croirai tres-heii-
reux fi ce foible Effai peut faciliter I'étude,
de la Géomérrie; & phus heureux encore;
sil pouvoit- indpirer 1 quelque- Rabile -
honinie le deflein de perfe&ionner mo
projet, & de Pérendre, le plus quiil ferd:
poffible, aux autres- parties des Mathe-

matiques. : o

( #) Les principaux- Signes algé’b'rifqhés' font
au nombre de cing. + fignifie plus, & marque -
I'Additson. — lignifie moins, & défigne la Souf~-
tratbion. x entre deux nombres exprime que e
premier eft multipli¢ par le fecond " Ex. 3x4.°
'~ entre deux nombres , 'un au-deffus & l‘autre .
au-deflous, exprime la Divifion du fupcricur
par linférieur :Ex. 3. Enfin = entre deux Som-~ .
mes , en marque ['galird



" APPROBATION. -
’Ai 18 par ordre de Monfeignenr le Chancelier un Manufcrit
quia pour titre, La Géométrie Métaphyfigue;ére. Quoigne ' Au-

teu s’y écarte quelquefois du langage ordingire des Géométres, .
il m’a para que la méthode élégante & claire , fuivie dans cet
Oavrage, en rendroit Iimpreflion trés-utile aux progres des
Mathématiques. FAIT 3 Paris le 3 Mars 1758. -
S Signé , BOUGUER.
¥

.  PRIVILEGE DU ROT.

. QUIS, par la grace de Dieu, Roi de France
& de Navarre : ‘A nos amés & féaux Confeil-
lérs, les Gens tenans nos Cours de Parlement ,
Maitres des Requétes ordinaires de notre Hoétel ,
Grand Confeil , Prevot de Paris, Baillifs , Séné-
chaux , leurs Lieutenans Civils, & autres nos
;pﬁiciers » qu'il appartiendra : Sarur. Notre amé
"Abbé Foucur , Nous a fait expofer qu’il défire-
roit faire imprimer & donner an Public un Ouvrage
de fa Compofition qui'a pour titre : Géomérrie Mé- -
tapbyfique, s'il Nous plaifoit lui accorder nos Let- .
tres de Privilége pour ce néceflaires. A ces cavsss,
voulant: favorablzment traiter 'Expofant , Nous
~ lui avons permis & permettons par ces Préfentes,
de-faire imprimer fondit Ouvrage autant de fois
que bon lui femblera; & de le faire vendre & dé-
biter par tout notre Royaume pendant le tems de.
uinze années confécutives , a compter du jour de
?a date des Préfentes. Faifons défenfes a tous Im-~
primeurs , Libraires , & autres perfonnes de quel-
ue qualité & condition qu'elles foient ,d’enintro-
guire d’'impreffion étrangere dans aucun lieu de
notre obéiffance : comme auffi d’imprimer ou faire
imprimer, vendre , faire vendre, débiter ni con-
trefaire ledit Ouvrage, ni d’en faire aucun Extrait



Yous quelque prétexte que ce puifle &cre, fans Ia
permiffion exprefle & par écrit dudit Expofant ,
ou de ceux gux auront droit de lui, d peine de
confifcation des Exemplaires contrefaits , de trois
mille livres d'amende contre chacun des Contre-
venans , -dont un tiers 4 Nous, un-tiers 3 I'Hé¢tel-
Dieu de Paris,, & I'autre tiers audit Expofant ,ou
a celui qui aura droit de lui , & de tous dépens,
dommages & intéréts: d la charge que ces Préfen-
tes feront enregiftrées tout au long fur le Regiftre
de la Communauté des Imprimeurs & Libraires de
Paris , dans trois mois de la date d’icelles; que
Pimpreffion dudit Ouvrage fera faite dans notre
Royaume & non ailleurs , en bon pjrier & beaux
caralteres,, conformement 3 la feuille imprimée,
attachée pour modéle fous le contre-fcel des Pré-
fentes ; que I'Impétrant fe conformera en tout aux
Réglemens de la Librairie, & notamment i celui
du 10. Ayril 1925. Quavantde I'expofer envente ,
le Manufcrit qui aura fervi de copie 4 'impreflion
dudit Ouvrage , fera remis dans fe méme état ol
I’Approbation y aura été donnée, és mains de notre
trés-cher & féal Chevalier Chancelier de France,
le Sieur px Lamorgnon; & qu'il en fera enfuite re-
mis deux Exemplaires dans notre Bibliothéque pu-
blique , undans celle de notre Chiteau du Louvre,
un dans celle de notre trés-cher & féal Chevalier
Chancelier de France , le Sieur px LamMoleNon, le
tout 3 peine de nullité des Préféntes: du contenu
dcfgueﬁes vous mandons & enjoignons de faire
jouir ledit Expofant & fes ayans canfe , pleinement
& paifiblement , fans fouffrir qu’il leur foit fait
aucun trouble ou empéchement. Voulons que la
copie des Préfentes , qui fera imprimée tout au
fong au commencement ou 4 la findudit Ouvrage
foit tenue pour dfiement fignifiée ; & qu'aux copies
collationnées par I'un de nos amés & féaux Con-
feillers-Secrétaires , foi foit ajoutée comme a I'ori-
ginal. Commandons au premicr notr¢ Huiffier qu



" Sergent fur ce requis, de faire pour Pexécumtion
d’i‘;%:]_ne; » tous altes requis & nécgl?'aires > fans de-
mander autre permiffion ; & nonobftant clameur
de Haro, Charte Normande , & Lettres 3 ce con-
traires : Car tel eft notre plaifir. Donne’ 3 Verfail-
fes , le quatorziéme jour du mois d’Avril , Fan de
grace mil fept cent cinquante-huit , & de notre
;ée .}gﬂ le quarante-trojfiéme. Par le Roi en fop
eil. - ' ' N
TR 'sig”é’ LE BEGUEo

= Je foufﬁgné reconnois avoir cédé A M. Jean-Th. HER1SsANT,
Libraive A Paris, mon droit ay préfent Privilége, fuivant les
canventions faites entre pous. A Paris, ce 17 Mai 1758,

Signé, FOUCHER.

Regifiré enfemble la Ceffion gui of a bas du préfens
Privilige , fu e Regifre X1V do ta Charahre Royale
ges Libraires & Imprimeurs de Paris ,N@. 355.fol. 317.
conformement aux anciens Réglemens confirmés par
celui du 28. Féyrier 1723. A Paris, le 19. Mai 1758,

Signé, P. G. LE MERCIER, Syndic.
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GEOMETRIE
METAPHYSIQUE, -

ESSAI D’ANALYSE

LES ELEMENS DE L'ETENDUE BORNPE.

NOTIONS PRELIMINAIRES. -

Uo1rque la Géométrie doive fa

naiflance au befoin que nous avons

de connoitre la mefure des Corps,

elle ne fe borhe pas néanmoins

aux objets qui frappent nos fens.

: Sans s'arrérer aux qualités phyfi-

ues qui les diffiérentient, elle n’y confidere que-
FEtendue qui leur eft commune 2 tous. Les
corps exiftans ne font méme de fon reflore,

quautant quils font incelligibles : ie& dans la-



3 GEOMETRIE MeTApmvsiQue. =~
f’ rdgion des poffibles quelle prétend faire des

découvertes; & Ceft de cette région fublirive

« quelle defcend, pour appliquer aux Etres éten=

-dus qui compofent notre monde, les réglés im-

muables qui conviendroient également 2 tout

i -autre monde que celui que nous habitons.

Définition
de la Géo-
métric.

Mais la Géomérrie en s'élevant julqu’a l'idée
Iz plus fpirimelle de I'Etendue, ne {e livre pas
Y gK:s {péculations métaphyfiques toychaiit {z
nature. Elle n’examine point fi toute Etendue eft
Corps; ou fi I'efpace & {a matiere n'en ferpient
pas deux efpéces différentes : elle n'en confidere
point limmenfité, la- pénétrabilité , ou l'impé-
néurabilité. Laiffant ces grandes queftions A I'é-
eart, elle n'envifage que les pordous d¥radne
borndes de-toutés parts, & féparées par feur
contour de toutes celles qui les environnent ou
ui pourroient les environner. Ces portions
ifbldes font 'unique objet de la Géométrie: EXé
en décowvre la nature, les propriéés, les rapports ;
& donne des régles siires pour los mefurer & les
conflruire exaltement. :

outes les portions d’étendue fe reffemblent

parfaitement quant 2 la fubftance. ;Car TEren~
due comme étendue érant abfolument hormoge-
ne, les parties étendues ne peuvent différer ﬁﬁ:-,r
fantiellement entr’ellés que par le plus ou’par
lé moins. Mais leur forme extérieure,. le con=
tour qui les termine pouvant varier 2 Tinfini’,
miet entr’elles une diverfité¢ infinie. Une boule
& une colonne de cire font de méme fubftance s

‘on peut fuppofer mémie qu'il y a autant de cire

dans l'une que-dang lautte. Si donc ces deux:
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portions de cire différent entr’elles,'comme on
n'en peut douter, ce n'eft qué par leur forine
extérieure. Ceit donc uniqiiement de cette for-
me que les portions d’étendite tirent leur dés
nomination : ceft par rapport 2 cette forme
qu’on les partage en clafles, en genres, en efpé
ces. Enfin ceft de-1a que leur vient le nom gé-
néral de Figures , adopté par les Géométres pout
éviter les circonlocutions.

Formons-nous donc une idée nette de ces
Etendues bornées; & pour les faifir plus forre
" ment, ne dédaignons pas d’appeller I'imagina-
tion 2 notre fecouts. Dans I'immenfité de I'B-
tendue expofée aux yeux de notreé efprit, tail-
lons des figures A notre gré; & veyons jufqu’od
Ia raifon peut aller pour nous eén développer 1a
nature. L

Toute Figure doit étre confidérée felon fes
Dimcénfions & {elon fes Etémens. Ce {one deux
poirits de vile quil ne faur pas confondre; &
?u’on ne diftingue pas tovjouts &vec affez de ©

oin. » ‘ o

Ce qu’on appergoit d'abotd ddits tine Figiite,  Dimens
¢e font les Dimenfions. Toute portion d'étén- fions des
due en a néceflairement ti8is, - & ne peutien Figures.
avoir davantage c'eft-3-dit¢, qu'elle ne peut
&tre mefurée que fous les tiois rapports de Lop<
Znewr, de Laygeur & dePf&ﬁhdénr. Il faut don¢
avoir égard 2 ces trois rappotts, fi Fon veut
éoinoitré parfaitement lagratidetii d'uné Figure
quelconque, - . e 0 T

Cétie idée fe préfenté navdrellement 2 ceux,
.féihes qui ne font pas Gébmiéress ou, poug.

. Aij

A
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mieux dire, c’elt dans cette idée que confifte
la Géométrie naturelle que le Créateur a gravée .
dans tous les efprits. Que l'on JJI.‘OPO(C au man- .
ceuvre le plusignorant de conduire un foffé au-
tour d'une piéce de terre, ou de conftruire un
maffif de magonnerie, il ne fe contentera pas
d’examiner la Longueur de I'ouvrage qu'il en-
treprend: il demandera quelle Largeur & quelle
Profondeur on exige de lui; & c’eft en combi-
nant de fon mieux toutes les trois, qu'il-évalue-
ta fon travail. :
Les.trois Dimenfions font inféparables, c’eft-
A-dire, que la Longueur ne peut fe trouver nulle .
part, que la Largeur & la Profondeur ne sy
trouvent aufli. Car ces trois rapports étant ef-
fentiellement renfermés dans'idée de 'Etendue,
rien ne peut étre étendu, qu'il ne le foit en lon-
gueur , Largeur & Profondeur.
- Mais quoiqu’inféparables, les Dimenfions ont
chacune leur idée diftincte, qui ne- permet pas
de les confondre. De la Longueur d'un corps, " -
on ne peut rien conclure ni pour fa Largeur , ni
pour {a Profondeur. $j jexamine la diftance de
deux endroits, je m'occupe uniquement de la
: Longueur de la route. Que la chauffée foit plus
ou moinslarge, la Longueur du chemin ne fera
ni plus ni moins grande. Mais lorfque je confi-
dere combien la chauffée peut contenir d’hom-
mes ou de voitures de front, je ne fais attention’
qu2 fa Largeur, fur laquelle la Longueur de la
route n’influe en aucune fagon. . :
_Sije veux connoitre I'étendue d’un rerrein,
je ne regarde que la fuperficie qu'il offre 3 mes
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yeux, & jen’y vois qu'une combinaifon de Lon-
gueur & de Largeur. Mais je fais attention 2 la-
" Profondeur, lorfqu’il m'importe de connoitre
ce que la furface extérieure dérobe 3 ma vie.

Ce n’eft pas au-hazard que dans Iénumération-
des Dimenfions de 'Etendue, on met la Lon-
gueur au !;temiet rang, la Largeur au fecond,
& la Profondeur au troifiéme. Car on ne peut:

concevoir la Largeur, fans penfer 3 quelque.
Longueur au moins indéterminée; & l'on ne -

peut concevoir la Profondeur , fans penfer »
quelque Longueur & A quelque Largeur réunies
enfemble : au lieu que I'idée de Longueurne
fuppofe point eelle de Largeur; ni lidée de
Largeur, celle de Profondeur. On- fuit donc
Pordre naturel en confidérant les figures, d’a-
bord felon leur Longueur ; enfuite felon leur
Longueur & leur Largeur : enfin felon les trois.
Dimenfions réunies.

I eft important de remarquer que fes Dimen-.
fions ne font pas des parties fubftantielles de-
YEtendue 3 mais feulement des atcributs méeta~
phyfiques, ou-plut6t trois rappores-fous lefquels
on. congoit que toute- portion d'étendue peut:
étre mefurée. Mais. comme il eft néceffaire que-
Fimagination donne du. corps 2 ces précifions:
idéales, on fe repréfente aifdment les Dimen-.
fions par le moyen des Elémens de Etendue,.
cef-a-dire, par le moyen des parties.intégran-
tes dont elle eft formée: '

- Ces Elémens font au nombre de trois,. ainfs

Elémens

que les Dimenfions, fgavoir, le Point, 1a Ligne d¢s Figa~
& BaSwrface ; & c'eft pag le concours de cestrois, "=

A iij,
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chofes que fe forme le Solide ; ceft-a-dite, la-
Figure completre.

Pour’ s'en convaincre,, il fuffit de faire atten-
tion , que toute Figure ouportion d’étendue eft
termince par des Surfaces : toute Surface, par
des Lignes : toute Ligne, par des Posnts. Mais ce
p'eft pas tout. En quelque endroit que je coupe
le Solide, je trouve des Surfaces : en quelque
endroit que je coupe la Surface, je trouve des

- Lignes : Enfin en quelque endroit que je coupe

la Ligne, je trouve des Posnts. Je dois donc re-
garder le Solide , comme un compofé de Swrfa-
ces : la Surface , comme un compoféde Lignes 5
& la Ligne; comme un compofé de Posnts.

~ Préfentons le méme objet fous un autre point
de vile; & pour rendre la chofe plus fenfible,
arrétons les yeux fur un Solide terque le Cube.
Je choifis cette figure, parcequ’étant fort fimple,
elle peut aifément fe réduire dans fes Principes.
Les commencans, que le nom. de la Figure
effrayeroit encote, n'ont qua fe repréfenter un
dez a jouer. .

Je vois que ce Solide eft terminé par fix faces
égales. Prenons une d’entr’elles; la fupérieure,
par exemple; je vois cette Surface terminée par
quatre Lignes ¢gales, qui par leur union forment
quatre pointes également éloignées les unes des:
autres. De méme prenant encore une de ces
Lignes, par exemple, la Ligne AB, je la vois
terminée par deux Points A & B', dont l'un eft
le commencement, & l'autre la fin de la Ligne.

Suppofons maintenant que le Cube difparoif-
fe, & qu'il ne m’en refte que le Point A, Alaide
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de ce premier Elément, je vais reconftruire le
Cube en entier. - :

Prenant le Point A, je le fais mouvoir direc-
tement vers B. Voila ld Ligne AB tracée; & le
Point A dansfon trajet a marqué tousles Points
dont la Ligne AB eft compolée.

Prenant enfuite cette Ligne AB, & la con-
duifant de c6té par un mouvement également
répandu dans tous fes Points, enforte que le
Point A-trace la Ligne AC dgale 3 AB, jaurai
la Surface quarrée ABC; &Dfa’ Ligne AB dans.
fon trajet a marqué toutes les Lignes dont la
Surface ABC eft compofée.

Enfin prenant cette Surface, & lacondiifant.
hors de fon plan par un-mouvement uniforme,.
enforte que le Point A décrive la Ligne AD
égale 3 AB & 2 AC, voild le Cube achevé; & la
Surface ABC a marqué dans fa route toutes les

_ Surfaces qui forment fa falidité.

Pour conftruire ce Cube, je n’employe, com-
me on voit, que des Points, des Lignes & des
Surfaces , qui par conféquent en font les vérita-
bles & les feuls Elémens. :

Je ne mtendrai pas davantage fur ee fujet,
pour ne pas m'enfoncer dans une Métaphyfique
trop abftrufe fur la nature des Elémens. Une
difcuffion plusapprofondie pourroit effaroucher-
eeux qui ne font pas encore initiés dans les myf
teres de la Géomérrie. Ce que jen dis ici eft
fuffifant pour ouvrir Pentrée A des recherches.
importantes. Les commengans rompus 2 cé pre~
mier travail, feront plus en érat dans la fuite de-
s'élever 3. une Théorie plus ﬁ;blirz:‘-]e me Cobw .

4
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tente d'ajouter quelques obfervations qui mi®
paroiffent effentielles, v S

PREMIERE OBSERVATION.

_ I ne faut pas confondre les Dimenfions avee
des Ele'n{;m mEte{;dm, o
- Ceeft une conclufian que tout leGeur attentif
aura tirée de lui-méme: Car les Dimenfions ne
font que des qualités métaphyfiques de- 'Eten-
due: au lieu que les Points, les Lignes & les -
Surfaces en font des parties réelles, qui coapé-
rent A {a formation. ~

Diailleurs fi les Elémens éroient laméme chofe.
que les Dimenfions, il faudroit dire que le Point
eft la Longueur; la Ligne , la Largeur ; & la Sur-
face, la Profondeur ; ce qui feroit de laderniere.

abfurdité.
SeconNDE OBSERVATION.

. Qwoigue les Elémens ne foient pas les Dimen
fions , il y anéanmoins bheanconp de connexion en-.
#re ces deux chafess parceque les Elémens fons
de figne naturel des Dimenfions,

Par exemple , lorfqu’on penfe 2 1a Longueur
feule, il 0’y a perfonne qui ne fe la repréfente.
comme une Ligne fans Largeur , qui feroit tirée.
direGtement d'un Point 3 un autre. La Ligne
eft donc Fexpreflion naturelle de la Longueur ;
& ces deux chofes s'incorporent tellement en-
fémble, que la Ligne réveille tonjours l'idée de.
Longueur, & que nous ne concevons celle-ci,
que fous la forme du figne qui la réalife 3 nowe
imagination, -

/
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Cette Ligne a un commencement, une fin,
un milieu: il n’y a point d’endroits o elle ‘ne
ruiﬂ'c €tre- coupée; & tous ces termes sappel-
ent Points. Le Point exprimera donc le com.
mencement, la fin, le milieu de la Longueurs;
& celle-ci réalifée en Ligne, pourra étre cou-
pée, divifée, diminuée , augmentée par le moyen*
des Points. o :

Lorfque 'on réunit dans fa penfée la Lon-

eur & laLargew , cette’ réunion fe préfente
a J'efprit fous la forme d'une Surface, ceft-2-
dire , comme une portion d’é¢tendue dont on
n’appercoit point la Profondeur.

Enfin,I'on congoit la réunion des trois Dimens:
fions , en confidérant que la Surface, qui frappe-
nos yeux ou notre imagination, eft n%ceﬂ'aire—
ment fuivie de quelque portion d’étendue plus
oumoins confidérable, fur laquelle elle eft com-
me appuyée. Ceft ce qui forme un Solide, ou
Figure complette. x
+ Quoique la LiFn,e foit e figne naturel de la
premiere Dimenfion, on s'en fert néanmoins
aufli pour exprimer les deux autres. A

Par exem re », dans le Cube que nous avons
déja confidéré, fiFon prend une Ligne latérale
AB, cette premiere Ligne fera mefure de la
Longueur du Solide.

Si dans le plan de cette Surface, on prend une
autre Ligne telle que AC, qui frappe directe-
ment la premiere AB, cette feconde Ligne ex~
primera la Largeur. o

Enfin, fi dun Point de cette Surface, on
¢leve diretement une Ligne telle que AD,
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cette troifiéme Ligne exprimera la Profondeur
de la Figure.
Mais l%u eft évident que dans ces deux dérniers
css, la Ligne de Largeur fuppofe celle de Lon-
gueur; & la Ligne de Profondeur, celles de
Longueur & de LarFeur:au" lieu que la Ligne de
Longueur ne fuppofe rien, Ainfi, [a I.éi'fne par
elle-méme , ifolée de route autre confidération,
eft toujours figne de Longueur. '

- On voit par-Id que le Potn, la Ligne & Ia
Surface ont un rapport intime aux Dimenfions
de I'Etendue. Mais, je le répéte , les Elémens ne
font point les Dimenfions; & ce feroit tout
bouleverfer, que de confondre ce qui exprime
avec ce qui eft exprimé, ce qui repréfente avec
ce qui eft repréfenté. .

TrRo1SIEME OBSERVATION.

- 1l fuit des deux premieres obfervations, que
le Point, la Ligne & la Surface ont des qualstés
différentes [tlon qu'on les confidéve,, comme fignes
des Dimenfions , o comme parties intégrantes de
LEtendue ;s & qon anroit tore de lewr attvibuer
soujours ce qui ne lewr convient que dans Fun de
ces états. - ,

- Je ne pourrois développer & prouver cette
conféquence fans entrer dans des difcuffions qui
paffent la portée de ceux qui n’ont encore au-
cune teinture de Géométrie. J'y reviendrai lorf-
qu'il en feratems. Ce que fai dit juftju'ici fufhe
néanmoins , pour faire fentir la juflefleé de la
conclufion , au moins d'sne Mmaniere générale,
& pour obliger de fe tenit fur fes gardes, 4fin
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‘de ne pas confondre ces deux viles fi différentes,
Car il eft certain que la Géométrie confidere le
Point, la Ligne & la Surface, tant6t comme
fignes des Dimenftons, & tantot comme Elé-
mens de I'Etendue.

Entrons maintenant en matiere. Notre but Divifion
elt de connoitre la nature & les propriétés des de IOavra-
Figures complettes, c’eft-3-dire, de toutes les 8¢
portions poffibles d’Etendue, .ifolées & bor-
nées de toutes parts.

Pour y parvenir, il faut décompofer ces Figu-
res, & les réduire 2 leurs Elémens. Car toute -
Figure eft un Tout; & un Tout ne peut ctre
connu que pat le moyen des parties dont il eft
compofc. _

Un Solide eft un compofé de Surfaces , & de
plus environné de Surfaces, ‘gui méritent une
finguliere attention. Car ce font elles qui ca-
ractérifent la Figure, & qui différentient deux
Subftances , qui dailleurs pourroient étre par-
faitement homogenes. Nous fommes méme plus
frappés de la fuperﬁ,ci_e des Corps, que nous
voyons, que de leur Solidité que nos fens ne
pénétrent pas. Il eft encore vrai que la connoift
fance des Superficies influe du moins autant
dans les befoins & dans les agrémens de la vie,
que la connoiflance de la Solidité des Corps.
Aufli les Surfaces font I'objet des recherches
les plus fines de la Géométrie.. Et quoiqu'elles
foient incomplettes par le défaut d'une Dimen-
fion, elles forment néanmoins une efpéce de
Tout , que I'on décore du nom de Figure plane
par oppofition aux Figures folides. On voit fans
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‘peine quil eft néceflaire de connoitre parfaite=
ment ces Figures incomplettes , avant qtie de
confidérer la réunion des trois Dimenfions dans
un Solide.

Mais ces Figures planes font bornées pat des
Lignes; & d’ailleurs on'les congoit formées par
Ies Lignes collatérales, dont F'arrangement peut
varier 2 Pinfini. H eft donc néceffaire avant que
de confidérer les Figures planes toutes formées
de connoitre la nature des Lignes, leurs diffé

‘rentes efpéces , leurs fituations diverfes les unes
a I'égard des autres, & toutes les manieres dont
elles peuvent fe rencontrer , fe toucher, fe cou-

er.
P Les Lignes font 3 leur tour compofées de
Points. Mais ce premier Elément eft trop unifor~
me pour mériter un article fpécial. On dira roun
ce quil eft néceflaire d'en feavoir, en traitang
des Lignes, des Surfaces & des Solides.

Ainfi ce Traité de Géométrie fe divife natu~
rellement en trois Livres, Les Lignes feront
Yobjet du premier : les Surfaces ou Figures pla
ze:: , du fecond; & les Figures f(olides , du troin

-
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" LIVRE PREMIER.
'LES ‘LIGNES.

Maeinons une Supetficie plane, telle queft
§ fenfiblement une belle glace, fi parfaitement
A unie , qu'aucun Point ne séleve au-deflus,
ni ne s'abbaifle au-deffous des. autres, & dont
I'érendue foit indéfinie. Ceft fur ce Plan que
nous allons décrire toutes les Lignes & toutes
- 1es Surfaces que nous devons confidérer. .
~ Je vois.d'abord que je n’y puis tracer que.
deux fortes de Lignes, {gavoir des Lignes dros-
zes & des Lignes cowrbes : & 'idée que j’ai de
ses deux efpeces de Lignes eft {i nette & fi clai-
re, que les définitions qu’on voudroit en don-
ner, ne pourroient que I'obfcurcir. Il ne fera
cependant pas inutile de développer ce qu'en-.
ferment ces idées de Retlitude & de Courbure.
Je congois par une Ligne droste, une multi-
tude de Points rangés fans intervalle dans la mé-
me Diretlion, fans qu'aucun d’eux s'en écarte mé-
me infenfiblement : & par une Lsgne courbe, une’

saultirude de Points qui, rangés de méme fang

Fig. zq

Fig. 55
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intervalle, changent continuellement de Dsrec.
tion. ' '
Prenons le Point A premier Elément de'la -
Ligne. Ce Point, s'il eft feul, ne détermine an-
cune Ligne. II peut fe mouvoir dans tous-le#
fens; & par conféquent étre le Principe d'une
infinit¢ de Lignes tant droites que courbes.
Mais 4 ce Point, {i j'en joins un fecond , c’eft
une Dire¢tion qui commence , diftinguée de
toutes Jes autres que je pouvois choifir. Si j'a-
joute un troifiéme Point dans la ménre Birec-
tion, voild la Ligne droite toute formée; &
pour la Brolonger a volont¢, il ne faut qu’ajou-
ter des Points dans la DireGion commencée.
- La Ligne courbe a néceffaitement la' méme
origine. Le Point A fon  premier Elémént nié
détermine rien : il faut un fecond Point ‘pour
commencer la Lignes & ce fecond Point for-
me une Dire&ion ; laquellé érant fuivie donne=
roit une Ligne droité: Mais i le troifiéme Point
neft pas pElCé dans cette premiere Dire&idn ,
Ceft alors que commehee la courbes Pour la
continuer , il faut qite chaque Point que Ton
djoutera comhience titie nouvelle Direction
difiéreiite de cellé qui ld précéde. = ' "
* H fuit de-ld 1°; que les deux preniiérs Points
élémentaires dune Ligne ne fuffifent pas pour
la-caradtérifer; & que Ceft le troifiérire qui dé-
cide de fa nature; Car la Ligtie coutbe; ainfi
que la droite, commence par deux Points quiy
placés I'utr prés de Pautre, forment une pre<
miete D'ireégion > laquelle continuée; doning la
ll;cigne droite; laquetle:changée; dogmela courv
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. 2% Que l'on.doit regarder.la Ligne courbe
comme un compof¢ d'une -infinit¢ de. Lignes
goites infiniment petites. Car la Dire&tionque
rment les deux premiers Points eft une_direc-
tion droite, & par conféquent peut étre cons
fidérée comme une Ligne droite infiniment pe-
tite. La feconde Direétion formée par le fecond
& le troifiéme Point, eft encore lé commence:
ment dune feconde Ligne droite, & ainfid
linfini. Or toutes.ces petites Lignes droites,
E¥mens de la Courbe , doivent étre des infini-
ment petits , comme le font les Elémens de quel.
.que Ligne que ce foit. v I
- La Ligne droite , quand méme on la prolon- Fig. 24
geroit 2 ['infini, eft toujours uniforme: dans fa
marche. .Elle n’admet ni plus ni moins dé Rec-
titude; parcequune Ligne eft tout-2-fait drois
te, ou ne l'eft point du tout. D'un Point 3 un
autre on ne peut tirer qu'une feule Ligne droi«
te; & toute autre Ligne droite quion entres
prendroit de tirer dans cet intervalle, couvri- .
roit néceflairement la premiére & (e confonm
droit avec elle. Deux Poiats de cette Ligne
fuffifent pour en déterminet {a marche s parce~
que Geft par tout la méine Direction ; & que ce
qui eft -agfolument méme , 'eft pas fulceptible
de la moindre difidrence. - - - :
- Il faut dire tout:le. contraire de:la Ligne
courbe.. Elle admet plus ou moins de €onr§:f
ze, felon que le changement de Dire@ign qui
{e fait 3 chaque Poirnt, eft plus ou moins con-
fidérable. On peut tirer une.infinité de Lignes:
eourbes du Poiot Asau Poipi:B; parcequung.
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Ligne peut s'écarter 2 linfini de la Re&itudes
Eofin il faut plus de deux Points pour en déters
miner la marche.’ ' .
. LaLigne droiteeftla plus courte qu'on puiffe
tirer d’'un Point 2 un autre, du Point A au Point
B parceque dans le cours de cette Ligne , tout
tend dire¢tement de A enB, & deBenA. La
Ligne courbe au contraire, n’allant de AenB
que par un dérour, plus ce dérour eft grand,
& plus la Courbe eft longue. T
Plus une Ligne droite fe prolonge, & plus
les Points ajoutés séloignent du Point A dont
on eft parti. Mais dans la Courbe, il eft évi-
dent que le troifiéme Point qui change la pte-
miere Direction , s'¢loigne moins du premier,
que sil avoit fuivi la premiere route. D’onl it
réfulte qu'aprés un-détour plus ou moins grand ,
les Points fubféquens fe rapprochent du pre~
mier, & quelquefois méme viennent sy rejoin~
e. . SRR . .. N K
- 11 eft important ‘d'obferver que ce change-:
ment. perpétuel dans la Courbe , peut fe faire:
avec plus ou moins de régularité. Ayarit les deux:
premiers Points & le troifiéme qui s'écarte de la
premiere Directions fi le' quattiéme s'écarse de’
de la feconde Dire&ion, précifément de méme
que le troifiéme s'eft écarté de la premiere : file-
cinquiéme s'écarte de la: troifiéme - Direction
dans le méme rapport, & de méme les Points
fubféquens fans aucune altération , alors la Cour-
be fera parfaitement uniférme dans fa marche,
autant que l'uniformité peut convenir au chan~ .

- gement continuel; & lon comprend qu'aprés

avoir
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avoir tourné autour d’'un Point commun , tou-
ours A diftance égale, elle viendra rejoindre l&

oint dont elle éroit partie. Ceft la Ligne cir- *

enlaire’, 1a plus réguliere de toutes les Courbes.
Au contraire, fi cet écartement de la Rec-
titude {e fait toujours A chaque Point en raifon
diffrente des écartemens Pr?cédéns » la Courbe
fera tout-3-fait irréguliere. l
Mais il eft un milieu : la Courbe aprés avoic
procédé irrégulierement pendant ‘un certain
efpace, peut reprendre fa premiere courfe 2
rebours; enforte que I'écartement par ou le fe-
cond efpace commence , foit comme le dernier
écartement du premier efpace;; le fecond , com-
me le penultiéme de I'efpace précédent, & les
autres de fuite en rétrogradant.
. Dans:cette fuppofition il eft évident 1°, que
la Courbe doit étre allongée , & non parfaites

ment -ronde comme la eirculaire. 2% Qulelle -

aura cependant.une certaine tégularité, en ce
que les parties correfpondantes auront la méme
courbure. Telles font les Courbes ellyptiques,
paraboliques , hyperboliques, &¢.- '
. 1l.eftinutile- de poufler plus loin ¢e parallele
de la:Ligne. droite & de fa Ligne courbe. Il
fuffit de nous étre formé une idée nette de leur
nature 8 de leur conftrution. Confidérons-
les maintenart féparément I'une de Fautre,

B -
[

. gw
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Lrv. 1. O ————
CHar. L.

si  CHAPITRE PREMIER.
DE LA LIGNE DROITE.

§. 1.
Des diver[es pofitions ou fituations que desxc Li-
gres droites pewvent avoir réciproguement.

N comparant deux Lignes droites, on ne

[Feut imaginer que trois fituations ou elles

viffent étre l'une A I'égard de l'autre : fgavoir,

fa Situation parallele , 1a perpendiculaire & lo-

iliqﬂ& . g

Pofion - 1. Deux Lignes droites peuvent étre telle-
garalicle. ment difpolées , qu'elles confervent entr’elles la
Fig. 4. méme diftance dans toute leur Langueur. Cette
remiere Situation fe nomme parallels, & nous

eft repréfentée fenfiblement par ane allée par,
faitement tracée au Cordeau. i " ..- -

Il eft important de remarquer que le plus ou

le moins de diftance entre ces: Lignes:,.ne. fait

rien 2 leur Pavallélifme; & queiceste diftinde

peut étre augmentce ou diminugey fans: que J&
Parallélifme en fouffre, pourvil quaugmentée

" ou diminuée, elle foit toujours laméme entre les

_ Points correfgondans. Cette diftance pourroit
méme étre ancantie fans que les Lignes ceffaffent

détre paralleles. On n’a qu'a les Exppofét exac-

tement pofées 'une A c6té de l'autre fans aucun
intervalle. Leur Parallélifme confifteroit alors



2 fe roucher dans toute leur Longueur, fans ja- Me—

amais s’¢loigner ni fe confondre, - . Lv.l
Pour concévoir encore plus clairement le Pz Cra®. 1.

rallélifme de deux Lignes droites, fuppofons-  §1.

les d’abord entierement conchdec Prne: fiiwPa.. -

Dera Liene protre. , 1y -
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pmmmmmm= . Lorfque deux Lignes droites ne font.pas
" Liv. L. paralleles, elles font teﬁ:ment difpofées, qu'é-

Luar. L foignées d’un cdté, elles fe rapprochent nécef-
s. I. fairement par 'autre : elles fe rencontrent en-

Pofition , ;
P“;‘:d“ 4n, ou fe rencontreroient fi elles étoient fuffi-

culaire & -Jamment prolongeées.
oblique. "Mais cette rencontre fe fait ot par la chite

Fig. 5.
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Mais entre deux Lignes qui fe rencontrent en Smmmm—"
un Point, il eft indiﬁ%rcnt laquelle on prendra Liv. I
pour I'horszontele. Car en retournant la Figure, CHAP- Is
sil en eft befoin, pour fixer 'imagination, celle 5. L
qui nous paroiffort en repos nous paroftra tom-
ber ; & celle qui paroiffoit tomber , paroitra en
repos.

Cette obfervation nous apprend d’abord une
chofe affez importante; ceft que le carattere
de Perpendiculaire & d’Oblique eft réciproque
aux deux Lignes quife rencontrent en un Point:
c'eft-a-dire, que%' la premiere eft perpendicu-
Iaire ou oblique fur la feconde, la feconde eft
auffi perpendiculaire ou oblique fur la premiere.

Telles font les trois fituations ol deux Lignes
droites peuvent écre Fune 2 I'égard de I'autre.
Il n’y a perfonne qui ne s'en forme aifément une’ -
idée fort negte & fore diftin¢te. Pour en tirer
des vérités géométriques., nous allons les com-
parer enfemble , en commengant par la Per~
pendiculaire & ['Oblique,

LA Ligne perpendiculaire par fachite direlte Compa-
séloigne le plus qu'il eft poffible de la fituation raifon de
parallele. Elfe ne montre 2 la Ligne horizontale la P°£‘;i£“-"
que le Point par lequel elle le frappe. En fup- PUEENT,
pofant qu'elle partage cette derniere en deux ge ropiie
parties, elle ne panche pas plus. dun; coré que. que.
de Lautre. '

Il n’en eft pas de méme de.la Ligne-oblique.,
Celleci préfente 2 'horizontale la fujte: de fes:
Points , non pas de.front comme la parallele
mais en biaifant plus ou moins. En partageany

) B ii}
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I'horizontale en deux parties, elle panche d'un
coté, & sen approche d’autant plus, qu'elle
s'éloigne de l'autre. ' -

Pour fe familiarifer avec ces idées , fuppofons
que la Ligne CD qui rencontre la Ligne hori-
zontale AB, puifle fe mouvoir 2 droite & 2
gauche fur le Point D, comme fur un pivot.
Faifant ufage de cette mobilité, je couche d'a-
bord la Ligne CD fur la partie DB de 'horizon-
tale. Dans cette fituation , CD n'eft ni perpendi-
culaire ni oblique {ur AB; mais parallele, étant
couchée fur la partie DB de cette derniere.

Relevons maintenant la Ligne CD fur [e Point
D, maispeu a peu. Dés le premier pas ,elle quitte
Ie Parallélifime & devient oblique fur AB, &
méme trés-oblique , parce qu'elle eft encore ex-
srémement proche de la partie DB de lhori-
zontale , & fort éloignée de Ia partie DA de la
méme Ligne. Mais @ mefure que CD s'¢levera
fur le Point D, elle s’¢loignera de la partie DB,
& fe rapprochera de la partie DA. Ainfi en s’é-
cartant de plus en plus du Parallélifme, elle de-

- viendra moins oblique. :

Elle atrivera enfin au milieu de f2 courfe , de
fagon que le Point C aura autant de chemin 3
faire pour defcendre fur A, qu’il en a fait pour
remonter depuis B. Or ceci n'eft pas particulier
au Point C: tous les autres Points de la Ligne
CD fe trouveront aufli également éloignés des -
deux parties de la Ligne horizontale , puifque
tous ont fait, par proportion , le méme chemin
que le Point C. Le Point ¢, par exemple, qui
d'abord ¢toit couché fur £ dans la partie DB.de
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Phorizontale, doit avoir fait la moiti¢ de 1{ om—
cotirfe, lorfque le Point C aura fait la moitié de  Liv. .
la fiennes ceft-2-dire, qu'il a autant de chemin CHAP- I
3 parcourir pour arriver fur ¢ dans autre partie 5+ %
de I'horizontale, qu'il-en a parcouru depuis qu'il
a quitté f. M en eft de méme de tous. les Points
de la Ligne CD, relativement aux Points fur
lefquels ils écoient couchés fur lapartie DB, &
3 ceux ol ils arriveront fur, la partie DA. Ainfi.
la Ligne CD dans toute fa longueur, fera éga-
lement éloignée des deux parties de I'liorizon=
tale {éparées par le Point D. Ceft cette fituation.
de CD fur AB. que l'on nomme perpendiculai-
e, fituation la plus oppofée-qu'il fe puifle 3 la
parallele.

Continuons de faire mouvoir la Ligne CD:
fur le Point D, & vers la-partie DA’ de Phori-
zontale. Dés le premier pas, elle ceflera d’étre
perpendiculaire , & deviendra oblique de nou~
veau ; parce quequittant le jufte milieuentre les:
deux parties de la Rigne horizontale:, elle s'¢-
loignera. de DB:tout autant qu'elle Sapprochera:
de DA;, jufqu. ce quienfin coucliée fur cette
partie DA, elle:ne-foit: plus ni.oblique ni_per-
pendiculaire.. '

Obfervons: que lorfque CDrceffe-d'étre per-
pendiculaire , elle devient oblique dans un fens.
contraise 3 fa premiete Obliquité. Car dans fon-
urajet en montant, elle étoit plus.prés de la par-
tie DB que de la partie DA; aulieu qu'en def~
cendant elle eft toujours plus pres de la pastie-
PA que de la pastie DB.

: ' “Boin
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CEtte match? de la Ligne CD <¢tablit d'une

Cuar L. maniere fenfible la vérité de plufieuts. Propofi=

s L

Fig. 6.

Fig\ (1

 tions de Géométrie, fans qu'il foit befoin.de re~
courir 3 de longues démouftrations.

I.

S5 une Perpandiculasve CD a unds fes Poinss,
comme C, également éloigné de dewx Points A.
G B de la Ligne AB fur laguelle clle tambe , tons
les autres Posnts de la Perpendiculaire, comme e
& D, fexont égalemeont diftans de A ¢&-de B.

Car fi le Point ¢ €roig plus. peds de- A que de
B, la Ligne CD-feroit en cet endroit plus prés
de la partie DA de I'horizontale que de la partie”
DB de la méme Ligne; & par conféquent CD\
ne feroit plus Perpendiculaire , ce qui eft consre
13 fuppofition, :

De méme: Ss une Ligne-droite-telle que CD a
deux; Points , comme C O e chacun égalemens
diftans de desx. Points 4 & B do ba Ligne hori-
zontale., chacun des autres Roints de CD fera,
également diftant de.A & de B, & la Ligne fera
pqrpqnd_iaglaire [fur AB. , /

Car les deux Points C & e qui déterminens

* la Direction de la Ligne CD, tepant le jufte

milieu ensre. les, Points A & B de I'horizontale,
tous les autres Points de-CD feront néceflaire~
ment dans ce jufte milieu , quand méme on la
prolongeroit julqu3. I'nfini,

2

. \ '
Il na peut 3 avoiv de Lignes plys perpendics
lasres les unes, que les antres.

Car la Perpendicularité n'eft pas fufceptible



' DE 1A LreNE DROITE 28
de plus ou de moins. Le milieu jufte, ol notre
Ligne CD eft parvenue dans fon trajet de B en
A, lorfqu'elle eft devenue perpendiculaire , eft
une fituation unique & indivifible. La Ligne CD
perpendiculaire eft également diftante des deux
eotés de I'horizontale. Pour peu qu'elle quitte
ce pofte, il n’y a plus d'égalité, & la Perpen-
dicularité sévanouit.

1l eft évident au contraire , qu'une Ligne pest
étre plus on moins oblique , parce quelle peut étre
plus ou moins panchée fur la Ligne qu'elle ren-
eontre. Dans le trajet que nous avons fait faire
a la Ligne CD, nous I'avons vue dans toutes les
fituations o elle peut étre oblique , & plus ou
moins oblique, ({:r les deux parties de Ia Ligne
horizontale, ' '

3.

D’un Point, comme D, darns la Ligne AB,

- en ne peut clever qu'une [eule Pcrpmdfmlaiﬂ B
ou, ce qui eft laméme chofe : Lun Point , com~
we C, hors la Ligne AB, on ne pent abbasffer
gw'une [eule Perpendiculaire.

Car dans 'un & dans l'autre cas, il faut que
la Perpendiculaire foit également diftinte des
deux parties de la Ligne horizontale qu'elle f¢-
pare au Point D. Or, camme nous I'avons déja
dit, ce jufte milieu eft unique & indivifible. I}
faut donc que tous les Points de la perpendicu-
laire y foient exactement placés. Donc toute
autre perpendiculaire que F'on voudroit abbaif~
fer du Point C, au élever du Point D, pafferoit
néceffairement par la route DC, & couvriroif,
exactement cette Ligne,

R
Liv. L

Cuar. L
s. L.

Fig.6.&7.
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s ]| eft évident au contraire, que dx Point D
Lv. I dans la Ligne AB on peut élever; & que dx Point
CuA®- L. C hors la Ligne AB on pent abbaiffer auant
-1 PObligues gue Lon jugera a pr?o:.
1l eft encore évident, que I'Obliguizé de ces
lignes élevées on abbaiffées dépend de leur éloi-
gnement de la Perpendiculaire ; que les plus élos-
. gnées , font les plus obliques ; les moins éloignées ,
moins obliques ; & les également éloignees , éga-
bement obliques. ‘ :
Remarquons néanmoins que dans ce dernier
€as, les également inclinées partant dun méme
Point , doivent avoir lenr Obliquité de cotés dif-
Sérens. Car pour étre également inclinées, il faue
quelles s¢loignent également de la Perpendis
culaire; ce qui ne fe peut faire du méme cété.

Fig. 7.

Fig. 7. De toutes les Ligm;’;ue Pon peut abbaiffer dx.
Posnt C fur [ horizontale AB, la Perpendiculaire
eft la phus courte, les plus obliques fomt les plus
longues, & les également obliques font égales.

Car il eft évident que la Perpendiculaire rom-
be diretement fux Thorizontale fans s'écarter
ni 2 droite ni A gauche; & que les Obliques au.
contraire ne parviennent fur 'horizontale qu'en
s'écartant plus ou rnoins. Donc le plus coutt che-
min pour arriver du Point C fur la Ligne AB,
eft tracé par la Perpendiculaire. Donc, &c..

Comparai- LA comparaifon que nous allons faire mainte-
fon des Po- Dant de la fituation parallele avec la.perpendi~
fitions per- Culaire & Foblique, répandra de nouvelles lux
pendicalai- mieres fug cette vérité, ' -
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Soient FG Parallele 2 AB: CD Perpendicu- Seummmmmsy

laire auffi fur AB; & CE Oblique. Lyv. L
Du Point C partent trois Lignes CG, CD, Cmar.I.

CE, dont la Dire@ion eft déterminde parlefe- & I*

cond Point qui fuit C immédiatement. res & obli-
La premiere Direction qui va vers G eft pré- ¢ '

ciément ]améme que celle de AB, 2 la diftance ;2 P

pres. De forte que fi Cétoit tranfportéen D, le. 1':53, .

fremier Point qui fuit C fe confondroit avec ce-

ui qui fuit D3 & ainfi des autres Points fubfé-

quens. Cleft cette identité de Direction qui for-.

me le Parallélifme des deux Lignes.

. Dans la Perpendiculaire CD, le premier Point

qui fuit Ceft précifément au-deflous, en s'écar-

tant autant quil eft poffible de la Dire&ion pa-

rallele qui va vers G ouvers F. Ce {econd Point.

tend donc uniquement 2 s'avancer vers laLigne

AB, fans quion y puifle tendre plus directes

ment.
Dans I'Oblique CE, le fecond Point n'eft pas

immédiatement au-deffous de C:il n’eft pas non

plus & c6eé 5 mais entre les deux. Il forme donc.

une nouvelle Direction qui tient plus our moins.

de la Direction parallele & de la perpendicu-

laire. Cette nouvelle Dire&ion tend en méme

temsvers G & vers D; & comme il eft impofli-.

ble qu'elle parvienne en G ou en D, elle fuivra

une route intermédiaire qui la conduira fur la

Ligne AB, entre D & B.

D coe copa

E cette comparaifon des trois fituations, il
réfulte plufieurs vérités importantes, qui n'ont .
prelque befoin que d'étre propofées.



]
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Liv. L. -
Cuar. 1.
s. l.
Fig. ¢,

Fig. 8.
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I.

Une Ligne perpendiculaire. fir une des Paval-
leles, [ cjlg ,aujj‘l:e ur Lantre.

Nous venons de voir que CD n’eft perpendi~
culaire fur AB, que parceque fa DireGtion s'é-
carte également de la Direction parallele qui va
vers G & vers F. Donc DC eft: aufli perpendi-
culaire fur FG, '

2.

Une Ligne oblique tivée- entre Paralleles eff
également inclinée [(ur Lune & fur autre , mass
en différent fens.

Car la Direction des deux Paralleles étant
abfolument la méme 2 la diftance prés , il eft
impoflible que FOblique CE ne foit pas autant
inclinée fur Ia Parallele FE qu'elle I'eft fur la Pa-
rallele AB. :

- Mais l'inclinaifon change de c6té, parce que
fi CE eft panchée A gauche fur AB, elle doit étre
pauchée 2 droite fur la Parallele fupérieute. La
méme raifon qui lui fait regarder la partie AE
de la Ligne AB, lui doit faire regarder la partie.
CG de la Ligne FG. '

De touses les Lignes que Fon peut tirer dune
Parallelr a Fanrre , lin Peypendiculasre eft la plus
coursc, lés également obliques font égales , & la
phus obligue eft la plus longue.

~ LaParallele FG ne peut jamais arriver fur AB,
fiic-elle prolongée Al'infini. Donc glusune Ligne.
tiendra de la Dire@ion parallele, & plus elle.
aura de chemin 2 faire pour patvenir_ fur la Pa-.

tallele inféricure. Donc la plus. oblique fesa la,



Liv. L.
Cuar. L
s. L

Fig.7. &%
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mmsiionsi .} Cyr la mefure de la diftance d'un Point ¥'uh

Liv. 1.
-CuAP. 1.

‘autre, eft la Ligne droite, comme étant le plus
court chemin. On mefureroit mal cette diftance
par une Courbe qui peut varier  I'infini. Don¢’,
puifque la perpendiculaire eft la plus courte
Ligne que Fon puiffe tirer d’'une Parallele 2 T'au-
tre, & que les bli?ues peuvent varier dans leur
‘Longueur A l'infini, la Perpendiculaite eftlafeule

- W¥raie mefure de Tefpace parallele.

. Fig. 8.

5. B
- Deux Lignes perpendiculaires’, dans un efc
pace parallele , ]gm tlles-mémes paralleles.

- Car il eft évident que'fi Fon fait avancerCD
vets LM aufli Perpendiculaire, en'corfervant
‘toujours 3 CD la fituation perpendiculaite, le
Point C arrivera fut 'L'én méme tems que D

" fur M. Car fi toutes les:deux partaht',dbu' PointL

‘ne tomboient pas fur M, J'une feroit oblique , &
Paitre perpendiculaire: ce qui feroit contre la
fuppofition. Don¢ dans Teur premieré fituation
Tintervalle CL ‘étoir égatda DM "~ "7
De méme : Deux Lignes e:g‘nlgmq;{; 'oblique:
entve Paralleles .ﬁfz?ékﬁ: pamllgflq)j‘, ' pbu'h'/ﬁ‘qug
eur snclinasfor foit'dn méme fens.”) = 7
- Cat™u moyen de Tégalité de Pinclinallén de
deux Obliques CE, LN, I'intervalle DE eft égal
2 MN. gde CL.
S Onyp o Brces véritds ddne maniere
encore plus génétale & plits Tumiheufé.”” -
- Deux Perpenditulaives élevées fir une Ligne
horizontale fint néceffairement paralleles. .~
* Car fi ces Lignés n'étoicht pas paralléles, el-
les fe rencontreroient en un Point’; ¢tant Tuffi-
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Jamment prolongées. Il feroit donc vrai de dire
que d’un Point 'on pourroit abbaiffer deux
Perpendiculaires fur une Ligne horizontale ; ce
qui eft abfurde.

. De méme: Denx également obliques en méme
Jens,, élevées fur une Ligne borizontale , font né-
ceffasvement paralieles. o K
Car fi ces Lignes n'étolent pas paralleles, en
les prolongeant elles fe rencontreroien
Raint ;- d'ett abbaiflent-une Perpendicula
verroit deux Lignes également obliques
me fens partir du méme Point, & fe ren
I'horizontale, plus ¢loignées I'une que
du Point od tombe la Perpendiculaire
.. H. neft pas befoin de prouver que de
lement obliques en fens contraires , .
point paraﬂe?es.‘ 1l eft évident que ces
tendent mutuellement 2 :fe rencontret
Point. L -
- : d6. ot o '
- Loxfgwnne Ligne droite en.coupe une autre,
elle nﬁ:h‘mge paf de Direttson. L , :
~Soit:AB coupée au Point:D par la Perpendi-
culaire CE; & au Point G par I'obliqie LM. La
artie DE.eft autatit perpendiculaire fuf AB, que
partie CD; & la partie GM autant ‘oblique,
que la partie LG. Il faut feulement obfervér que
T'Obliquité change'de cdté. dans l'interféction;
ceft-a-dire , que fila partie LG eftinclinée A gau-
che au-deffus de la Ligne horizontale ,'la partie
GM fera inclinée 2 droite au-deffus de la mé-
me Ligne. i o
-+ Er comme les Paralleles-ont la méme Direc«

1

dor

]

lI

Liv. L.
Cuar. I,
s‘ l'

Fig. 9
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tion, fi deux Paralleles, ouun plus grand nombre,
font coupées par la Perpendiculaire CE & par
POblique LM, ces deux dernieres Lignes con-
ferveront la méme raifon de Perpendicularicé
& d’Obliquité , foit au-deflus, foit au-deflous,
foit dans les efpaces. paralleles; en obfervant
toujours que l’inclinaiFon des Obliques change
de cété dans les interfeGions & dans chague
elpace parallele. o !

h -§. ’IIv;‘ Ceent ‘ ‘
' LES ANGLES. .
LfA'xglc eft Vowversmre de dewx Lignesqis [
remcantrent em un Point. Ainfi ce que nous
avons, dit dans le Patagraphe précédent fur la
rencontre. des Lignes nous conduit 2 confidérer
PAngle, qui en eft le réfultat. Do
Les deux Lignes qui forment I'Angle, en font
les Cités, ou les Jambes; &:le Point qui les réu-
nit, en eft le Sommer, ou lawPoinre. .
Le. Sommes n'eft quun Point, .&mon pas

- TAngle. 11 faut que de ce Point partent deux

Lignes felon deux -Direions: différentes , &
queelles s’écartent I'une de l'autre 2 mefute qu'el-
lesfont prolongées. -

. '‘Cette, premiere notion de-l’Angle fait com-
prendre aifément que fa grandeur ou fa petitefle
ne dépend en aucune forte de la longudur.oude

Ja briéveté des Corés. Un rés-grand Angle peut

&re formé par des Lignes trés-petites ; -&: F'on
peut, profonger 3 linfinh les Cdrés d'un trés-
petic
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petit Angle, fans qu’il change de nature. C’el{
dans le fond de 'Angle qu'il faut defcendre pout
~ faifie Torigine de I'ouverture des Lignes; car

ceft-la que FAngle fe forme & fe détermine im=

. muablement. » _

Je fuﬁpofe trois Points A, B, C rangés fans
intervalle en Ligne droite, & par conléquent
ne faifant point Angle. Si le Point A fe dérange
tant foit peu de cette premiere DireCtion, fans
quitter le Point B, c’eft alors que I'Angle eft for-
mé. Alorscommencent les Dire@tions obliques,
. qui fe continuent jufqu’a ce que le Point A; dans

Em circuit autour du Point B, arrive en un lien
¢également diftant de la place qu'il occupoir d’a«
bord, & de celle qu'occupe le Point C. Dans
cette fituation les Points A & B forment une
Direction perpendiculaire. Les Directions obli-
_‘ques recommencent lorfque A delcend vers C,
jufqu’a ce que ces deux Points étant confondus,
il n'y ait plus d’Angle. C

On peut fe rendre fenfible le jeu des trois
Points avec un compas ordinaice. Ouvrez- le
* d'abord de telle fagon qu'il forme une Ligne
droite. Les deux Pointes feront A & C, & la
- charniere fera B. Tenezla jambe BC fermement
appayée fur un Plan horizontal : enluite relevez
peu 2 peu la jambe AB. Vous verrez toutes les
. Direttions obliques, la firuation ferpendiculai-

. re, & tous les écartemens que peuvent avoir
deux Lignes qui fe rencontrent en un Point.

Tous ces écartemens fe réduifent 3 deux, le
perpendiculaire & 'oblique. Il y a donc auffi

en général deux fortes d’Angles, fcavoir Angle -
C

Liv. L.
CHAP. 1.

s L
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e serpendiculaire ou droiz , & IAngle obligum <

Liv. L L’Angle droit eft formé par la pofition per-
C'}SMIPI. L pendicu%aitc de deux Lignes. Nous avons ex-

liqué dans le Paragraphe précédent ponrquoi

Hg. 1o- ra Perpendiculaire étoit regardée comme la

Fig. &,

droite par excellence. '

L’Angle oblique eft formé par 1a ‘pofition
oblique de deux Lignes. Mais comme cette
Obliquité peut confifter en c& que I'ouverture
des deux Lignes eft moindre ou plus grande que
T'ouverture perpendiculaire, nous diftinguerons
auffi deux fortes d’Angles obliques; I’ Az¢% , fors
m¢é par une ouverture de Lignes moindre que
Youverture perpendiculaire; & Obmms , formé
par une ouverture plus grande. :

L’Angle droit eft toujours uniforme, & ne
peut éere plus ou moins droit; parce que fes
Perpendiculairesqui le forment , ne peuvent érre
plus ou moins perpendiculaires. Les Anghes
obliques au contraire peuvent €tre plus on
moins aigus, plus ou moins obrus; parce que
Fobliquité des Lignes peut sugmenter ou di~
minuer 2 linfini.

Ces principes étant érablis , les Propofitions
de Glomérrie fur les Angles e demandent pref
que aucune difeuflion.

I. '
. Une Ligne.tencontrant une autre Ligneentre
Yes extrémités, forme deux Angles, qu'on ap~ -
pelle Angles de fuite; & ces dewx Angles fome
toujours égaux a dewx Angles droits.
- Car la Ligne CD fera perpendiculaire ou
oblique fur lga Ligne AB. :
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Si CD eft perpendiculaire , elle forme fur Sees====p
AB de part & d'autre un Angle dyoit. Lwv. L
Si CD eft oblique, elle formera d'un caté Cm;f h
un Angle aigu, & de I'aytre un Angle obows. -+
Or il eft tvident que ces deux Angles érant com- *
grls dans la capacité des deux droits, font égaux
ceux-ci. Ce que I'Angle aigu cDB a de moins
que le droit, c’eftle petit Angle cDCt & ce mé-
me petit Angle cDC, eft ce que 'Obtus cDA a
de plus que le droir, Par conféquent fil'on6te
a I'Angle obtus ce qu'il a de trop, pour le
joindre 3 I'Angle aigu, les deux Angles devien~
dront égaux & droits. Donc ils étoient £gaux
2 deux droirs. :
11 fuit de-1a que fi du Point D deJa Ligne AB,
on éléve des deux coeés de la Perpendiculaire
autant de Lignes obliques que oa vondra, tous
fes Angles formés par ces Lignes équivaudront
& deux droits; puifquils {ont compris dans la
- capacité des deux Angles deroits formés par la
Perpendiculaire CD.
IF elt néceflaire d’avertir ici qu'on appetle
Complement dun Angle, I'Angle aigu qu'il faue
ajouter 3 un autre Angle aigu, pour que gelui-
ci foit égal A un droit; & qu'on appelle Ssp-
plément, TAngle aigu qu’il faux ajouter 3 un
Angle obtus, pour que celui-ci vaille deux An-
glegdroits. Ainfi le perit Angle EDC cft le Com- pyq, 14,
plement d& I'Angle BDE, parcequil s'en faur
précifément la valeur de Pan, que Pautee ne foit
gal 3 un Angle deoit. De méme FAngle BDE
aigu eft le Supplément de P'obtus ADE 3 parce-
que. I'obtus joint A Faigu a la valeur de deux
Angles droits. : C ij
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2.

Une Ligne dvoite, en coupant une autve Ligne
droste, forme quatre Angles., qus pras enfemble,
Jont éganx & quatre Angles droits. .
- Si Ia Sécante eft perpendiculaire , elle forme
quatre Angles droits. . -

Si la Sécante eft oblique, elle forme deux
Angles de fuite, au-deffus de I'horizontale AB,
& deux au-deflous. , -

Dot il fuit quefi plafieurs Sécanres coupént

- Thorizontale AB au Point D, tous les-Angles

#ig. 13.

formés par ces Sécantes équivalent 2 quatre An-
gles droits, puifqu'ils font renfermes dans la
capacité des quatre Angles de fuite formés pac
une feule Sécante. -

1l faut remarquer que tous ces Angles ont le
Point D pour Sommet commun : d’ou il réfulte,
que, i dun Point margué far wn Plan , on tire des
Lignes drostes dans toutes les Divellions poffi-

 bles, tous des Angles formés pur ces Lignes font

" Fg. 1. &
@, -

éganx a quatre Angles dfoits.

o 3. :
Dies quatre Angles formés par Pinterfeftion de
desx Lignes , ceux qui font oppofés par-le Som-

wmet. font éganus. - -
L n’y a pas de difficulté fi la Sécante eft per-
pendiculaire. Si la Sécante eft oblique , fon
Obliquité au-deffous de I'horizontale eft lagné-
me qu'au-deffus; fi ce nleft qu'elle change de
coté. La Sécante, qui s'approche de I'horizon-
tale au-deffus du c6té droit, s'en approche au-
zant au-deffous du cété gauche; & la méme
Sécante qui s'¢loigne au-deflus de horizontale
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du ¢bté gauche, s'en éloigne autant au-deflous
du.cété droit. Donc I'Aigueft égal a.I'Aigu op-
pofé; & I'Qbtus 2 l"Obtus~

4
Si d'un Paosnt dune Parallele on.abbaiffe une-

Ligne droite fur Lautre Parallele , les quatre
Angles que cette Ligne. forme daas Le[pace pa-
railele fons éganx 4. quaire. Angles drosts.

Cette Ligne formera quatre Angles droits,
fi elle &ft perpendiculaire. Si elle eft oblique,,
elle formera deux Anglesde fuite fur la Paral~
lele fupérieure, & autant fur Linférieure.

. 5o

Des quatre-Angles foxmés par uneLigne qui tra-
verfe [ prace pa;g:llele', les g&ltemcs fe‘mtiigwn

On appelle Angles alrernes , celui qui eft fur
Ia Parallele d’en-haut, & celui qui eft fur la Pa-

- rallele d’en-basa en fens oppofé. Tels font les

Angles o & p,s& t.

Les quatre Anglesfont droits, lorfque la Li~
gne traverfante eft perpendiculaire. 4

Lorfqu’elle eft oblique , elle ala méme incli-
naifon . {ur laPagallele fupérieure & fur Iinfé-
rieure, mais en fens différent.. Donc IAigu eft
¢gal a I'Aigu oppofe ;;86c I'Obtus 2 I'Ohtus...

Liv. 1.
Cuar. 1.
i 1I..

Fig. 15.

Fig‘ L§e

Des quatre. Angles ﬁ;;mo'.rr par la Ligne qui. V

sraverfe Lefpace parallele, les denx internes,
Cefl-adire , ceux qui.fant du méme coré de la Li-
gne- traperfavie, 0 & t, ok biecns & p,_fiot
. eganx a dewx. droits.
Car s & o font: Angles.de fuite égaux 3 deux
droits , de méme que p & & Or les Alternes 0 &
C ijj

Flg., Iifo
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p» s & # font égaux. Donc pour faire la valenr
de deux Angles droits, il eft égal de joindre 3
t,pouo, & de joindredp, ¢ ou s.

2

Une Ligne qui coupe dewx Parallekes, farme
buit Angles éganx a hust drots.

Sgavoir , huit Angles droits, fi la Sécante eft
perpendiculaire ; & o.tl"?u’elle eft oblique , deux
Angles de fuite au-deflus de la Parallele fupé-
rieure, deux au-deflous; & de méme deux An-
gles de fuite au-deffus de la Parallele inférieure
& deux aw-deflous. . -

Et comme I'Obliquité de la Sécante eft tou-
jours la méme, & que feulement ele change de
c6té , A chaque Parallele qu'elle traverfe, il eft
manifefte que des huit Angles qu'elle farme, les

- quatre aigus font égaux entr'eux, ainfi que les
{4 {4 q

quatre obtus. 8 .
Lorfoiwne Ligne coupe dewx Paralleles , [ An-

 gle externe eff toujours égal & fon appofé interne.

¥ig. 16.

On appelle Angle externe celui que forme la
Sécante au-deflus de la Parallele fupérieure, &
au-deflous de linféricure. Ainft lorfqu’une Sé-
cante traverfe deux Paralleles, des huit Angles
qu'elle forme, il y en a quatre externes & qua-
tre ixternes. Or chaque externe eft égal, non 2
Finterne contigu ( ce qui n’arrive que lorfque la
Sécante eft perpendiculaire }; mais 3 fon interne
oppofé. baf, had, ade, g2 c. Car les deux
Paralleles, érant également inclinées fur la 8¢+
cante, forment des Angles égaux dans le mé-
me fens, b & f 2 droite, 4 & 4 2 gauche: g
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& ¢ 3 gauche de l'autre ¢6té, a4 & ¢ 2 droite.
- De ££ts b & d Angles de fuite font égaux
deux droits : d & f Angles internes font. aufli
égaux 3 deux droits. Donc 'Angle d fert de-fup~
plément A I'Angle 4 & 2 'Angle f. Or deux An-
gles dont le fupplément eft le méme, font égaux
entr’eux. ,

‘I eft aifé¢ de-déverminer par les.mémes prin-
cipes , ce qui doi arriver, lotfqu'une Sécante
coupe trois Paralleles, locfqu’elle-en coupe qua-
tre , ou-tel autre nombre que Pon voudra.

CHAPITRE II.
DE LA LIGNE CIRCULAIRE,

Et des Pofitions on- la Ligne dvoste peut ésre A
, Légard de cette Courbe..

QOus confidérons icila Ligne circulaire, ou

Circonférence du.Cercle, moins comme
la borne dpine Figure plane, que comme une
Courbe done ik faur examiner la formation , &
les rapports qu'elle a avec certaines Lignes droir
‘tes qui lui.appartiennent en-quelque forre.

.

§. n
FORMATION DE LA LIGNE CIRCULAIRE.
LA, Ligne circulasre ox.Circonference de Cercle
. eft une Ligne courbe , dont tous les Points fant
sgaement élosgnés dun Point g on appelle Cenixen.
" Civ

Liv. L.
Cumapr. 1L,

. B

\
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Rappellons-nous ici ce que nous avons déja
établi au commencement de ce Livre fur la for-
mation des Lignes. Nous avons prouve, 1° que
toute Ligne tant droite que courbe doit nécef-
fairement commencer par deux Points placés
Pun auprés de lautre fans intervalle.

2° Que les deux premiers Points ne décident

as de Ia Reéitude ou de fa Courbure de la
igne 5 & que par conféquent c'eft le troifiéme
Point qui détermine fa narure. ’ "
3°. Enfin, que fi le troifiéme Point eft placé
dans la méme Direction que les deux premiers,,
la Ligne eft déterminée droite 5 & courbe,file
troifiéme Point forme une nouvelle Direction
différente de la premiére. = .
II faut ajouter ici que les trois premiers Points:
i décident de la Courbure d’une’Ligne, ne
éterminent. point l'efpece de Courbure qu'elle
aura dans fon prolongement. Car la pofition du
troifiéme Point ne fair que changer la Dire@ion
des deux premiers, ce qui eft effentiel 2 route
Ligne courbe. Foutes les Courbes fegoient done
de la méme efpece, {i la pofition des trois pre-
miers Points en déterminoit la nature. Cleft
donc la pofition du quatriéme Point , ou, ce qui
revient au méme ,, c’efk la maniere dont la troi-
fiéme Dire@ion s'écarte de la feconde, qui dé-
cide de 'efpece particuliere de la Caurbe.

Si cette troifiéme Direction s'écarte de la fe-
conde, dans la méme raifon précifément que
celle-ci Seft écartée de ta premiere, la Courbe
eft déterminée cireulaire, & d'une parfaite ré-
gularité. Pour continuer la Ligne, il faut ajou-~
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ter Points fur Points, & qu'a chaque nouveau
Point, la Direction change en méme raifon que L1v.1.
les précédentes. On congoit alors que laCourbe Cu;u’ i L
tournant uniformement autour d'un Point cen- ™" ™
tral , toujours 2 égale diftance, viendra rejoindre
enfin le premier Point d’oul elle eft partie.

Mais fi le quatriéme Point forme une troifi¢-
me Diré&ion qui s'écarte de la feconde, autre-
ment que celleci seft écartée de la premiere,
ceft le commencement d'une Courbe différen-
te de la circulaire. Quelle fera cette Courbe?
C'eft ce qu'on ne peut décider qu'en ajoutant
d’autres conditions plus particulieres. Car la dif-
férence de raifons peut varier 2 l'infini : au lieu
que lidentité feule eft fimple & unique. Maisil
eft inutile d’entrer dans cette, Théorie. Nous
n’avons befoin que de la Courbe circulaire, dont
il Sagit de développer de plus en plus la forma-
tion.

Les trois premiers Points de la Ligne circu-
laire forment deux Directions obliques'une fur
Tautre, d’od réfulte un Angle obtus, dont le
fpplément eft un Angle aigu formé par la fe-
conde Dire&tion & par le prolongement de la
premiere. o

Cet Angle obtus I'eft infiniment , & e fupplé-
ment eft infiniment aigu, c’eit-2-dire , que [Ob-
tus différe infiniment peu de fa valeur de deux
Angles droits, & que le fupplément eft cette
difiérence infiniment petite. Car fi la déclinaifon
du woifiéme Point de la Ligne circulaire for-
moitun Angle d'une ouverture affignable, il ne,
faudroit qu'un nombre aflignable @ ces Angles,
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Smmmmmmm & par-conféquent un nombre fini de Points 4
Liv. I pour faire une circonférence de Cercle fenfible =
Cﬂs‘:"i II. chaque Direétion de deux Points feroit une Li-

e droite dont lalongueur pourroit étre fixée ;.
& le Cercle lui-méme ne feroit qu'un Polygéne
d'un nombre fini de coté. I faut donc conce~

~ voit Angle formé par les trois premiers Points.

Fig. 17.

de la Ligne circulaire, comme un Angle infi-
niment obtus; & fon fupplément, comme un
Angle infiniment aigu. :

Les trois premiers Points de la Courbe cireus
Laire formant un Angle obtus tel que je Lai dé-
crit, le quatriéme Point fera avec le fecond &
le troifiéme un fecond Angle obtus abfolument
¢gal au premier : le cinquicme Point formeraun-
troifiéme Angle , & de méme les Points fubfé~
quens. De forte que la Ligne eirculaire, confi~
derée en-dedans, n’eft autre chofe quune in-.
finie continuit¢ d’Angles obtus parfaitement
dgaux, & formés par le changement perpéeuel:
& uniforme de Dire&ion.

Telle eft la compofition de Ia Ligne circulai-
re. Prouvons maintenant que {a conftruction la.
rend telle que je viens de la décrire.

Pour cela fuppofons une Ligne droite & in-.
flexible CA , mobile fur le Point C comme fur
un Pivot. Faifons:la mouvoir par I'extrémité A,
enforte que le Point Cne puille que tourner fur
lui-méme fans fortir de fa place. Dés que A for-
sira de la fiennie,, on aura deux Points faifant une-
Direction. Pour marquer un troifiéme Point, ik

.faur que la Pointe A quitte cette premiere Di-

zection, & gpie le fecond & le woiiéme Poiss:

-«
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&n forme une nouvelle. Car fi le troifiéme Point m———
éroit dans la premiere Direction, la Ligne CA Liv. I.
fe feroit allongée , ce.qui eft contre la fuppofi- CHa®. IL
tion. Ces trois premiers Points donneront donc s 1
un Angle obtus. Le quatriéme Point fera formé
de laméme fagon, & donnera une troifi¢me Di-
rection, & unfecond Angle obtus. La force qui
retient la Ligne CA en C, & qui lempéche de
s’étendre, ¢tant toujours la méme, la Pointe A
. en s'avangant déclinera a chaque pas, & tous les
Points de la circonférence du Cercle feront tra-
cés A méme diftance de C, jufqu’au dernier , qui
viendra fe coller au Point A ,d’oui 'on étoit parti.
Cette conftru&tion s'exécute d'une maniere .

fenfible par le mouvement d'un Compas, dont
on (aIPpuye une Pointe de telle facon, qu'elle ne

uifle tourner que fur elle-méme, pendant que
Fautre Pointe décrit une Ligne dont tous les
Points font également diftans du Point-milieu,
marqué fur le Plan par la premiere Pointe, Telle
eft la définition de la Ligne circulaire : définition
exacte, prife dans la nature de cette Courbe, &
dans la maniere de la conftruite. -

DAns tous les Elémens de Géométrie, on a
foip d'érablir & de prouver, que l'oz peut tou-
jodrs faire paffer une circonference de Cercle par
trois Points donnés, powrvn quils ne foient pas
angés en Ligne droste. -
- Ce Théoréme femble d’abord ne tendre qu
la pratique. Mais en le confidérant d’une vie
fupérieure, on verraquiil tient intimement 2 la
naure de la Ligne girculaire, telle qu'elle vient
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sweemmmm J'étre expliquée. Pour cela donnons 3 cette

Liv. L.

Cuar. II.
. |

Fig. 18.

1 PMg. 19,

Fig. 20.

Propofition un peu plus d’étendue qu'on nelui
er donne ordinairement..
I.

On pewt fasre paffer une infinité de Lignes csrs
oulasres par dewx Posnts domnés A & B. ‘
Car fx Fon coupe la DireCtion AB par une
Perpendiculaire , qui partage la Direction par la
moitié au Point D., chaque Point de la Perpen-
diculairé fera également éloigné de A & de B.
Ponc chacun de ces Points peut ére le Centre -
d'une Ligne circulaire qui paffera par A & par
B. Obfervons que cette Perpendiculaire peur
ére prolongée A linfini.. '

’ 2..

On nepeut faire paffer de” Ligne circulasre par
#rois Points placés dans la- méme Diretlion.

Car ces Points ainft rangés, déterminent tel-
lement Ia Ligne droite, qu'il eft abfurde de les.
fuppofer (g)artie d’'une Courbe. Aufli neft-il pas
poffible de trouver un Point qui foit ¢galement
éloign¢ de A, B, & C. Car fi dun Point D 'on
tire une Perpendiculaire DB, fur la Dise&ion
ABC, les Lignes DA & DC feront obliques, &
par conféquent plus longues que DB.

3. :
On peut fasre paffer une Ligne circulaire- par
trois Points, lo:;)gu’il: ne font pas dans la meme
Direition. : ' :

Car les deux Direétions AB;, BC étant incli-
nées l'une fur l'autre, & les deux Perpendiculai-
res qui les traverferont par le milieu, érant auflt
de leur coté inclinées 'une fur autre , doivent
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* e rencontrer en quelque Point D. Or cePoint Smm—
commun aux deux Perpendiculaires eft égale- Liv. L
ment ¢loigné de A & de B, de B & de C, & par CHAP. IL
- conféquent eft le Centre d'une Circonférence »

qui pafferoit par les Points A, B, C.

4 '
O ne peut faire paffer qu'une Ligne circulaive
parles tros Points qui ne fons pas dans laméme
Direttion. '

Car pour tracer cette Ligne circulaire, il faut  Fig. zo0.
trouver un Point également éloigné des trois
Paints A, B, C. Mais ce Point ne peut fe trou-
ver qu'en D, o fe réuniffent les deux Perpen-
diculaires, qui coupent par le milieu les Direc-
tions AB, BC. Donc il ne peut paffer quune feule
Ligne circulaire par les trois Points A, B, C.

Et cela ne doit pas étonner, quand on réflé-
chit fur la narure de cette Ligne. Car trois Points
faifant deux Directions, déterminent une Cour-
be en géndtal , puifqu’ils ne peuvent appartenic .

2 une Ligne droite. Par les trois Points donriés
on poutroit donc faire pafler d’autres Courbes
que la circulaire; mais celle-ci, une fois déter-
- minée par le Point central D, ne peut étre fu-
" jette A variation , parceque fa marche eft abfo-
lument uniforme. : :

Il n'en eft pas de méme lorique I'on n’a qu'une
Direction AB. Car une feule Direction ne dé-
termine aucune Ligne, parce que toute Ligne
commence néceflairement par une premiere
Dire&iott. Donc du Point A au Point B on peut
tirer toutes fortes de Lignes, d’abord une droi-
te, & enfuite toutes les Courbes imaginables.
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Liv. L.
Cuar. II.
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_ Fig. 21,

Donc on peut faire paffer par A & B toutes les
Lignes circulaires aflez grandes pour s'¢rendre
julqua A & B. :

. 5. ‘

Une Ligne circulaire pent paffer quelguefoss
par quasre Points, & mﬁmyar un plus grand
mdmbre qus changent de Direltion , quoiqw’sls pa-
yoiffent affez bizarrement arrangés.

Car il eft pofible qu'ils fe trouvent également
diftans d’un Point-milieu. Si I'on marque au ha-
zard plufieyrs Points fur une Circonférences
& qu'enfuite la Circonférenge difparoifle, ces
Points appartiennent 2 la Ligne ¢tirculaire, quel-

ue bizarre que foit leur arrangement. Par con-

quent fi les marquant fur un Plan , ils fe trou-
voient placés comme fur la Circonférence, il
cft certain que I'on y pourroit faire paffer une
Ligne circulaire. Mais pour une fois que ce has
zard réufliroit , il y en auroit mille ou 'on mane
?uel‘oit fon coup. Ayant les trois Polnts A, B, C:
1 je veux faire une troiséme Dice@ion avecun
quatriéme Point D, il S'agic de fgavoir ol je le
placerai. Car il faut que {a Pespendiculaire glll)i
coupera par le milieu la nouvelle DireGtion
aille fe réunir aux deux autres au Point E. Or
I'on comprend que ce feroit le plus grand hazard
du monde; fi ?a chofe s'exécuroit avec une fi
grande précifion, lorfqu'on place le quatriéme
Point D par caprice, & fans fuivre de régles
certaines.

La raifon en eft fort fimple. Trois Points for
mant deux Directions appartiennent 3 toutes
fortes de Courbes. Par conféquent on y peut

N
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faire paffer un Cercle;; une Ellyple, &c. Mais |o =
quatridme Point déterminant lefpece de la Liv. L
Courbe, il faut lui donner la pofition qui con-. Cazar. 1L
vient 2 Fefpece de Courbe quon y veut faice & F
paffer. . 5

On fera [urement paffer nne Ligne circulasre
par ?utre Points , & meme par awtant de Points
gue Lon voudra , a dewx conditions : lapremicre
gue les Points foient placés a égale di/gancc :la
Séconde , que les Diretisons qui changent achague
wowvean Point , foient Egalement inclmées les wnes
Jour les antres, enforte que voms les Angles formés
par vross de ces Posnts [osens parfastement cganc.

Car nous avons montré que quatre Points,
formant trois Dire@tions également inclinées,
détérminent immuablement 1a Ligne circulaire.
Nos Points fitués A égale d‘tﬁance%es uns-des au-
tres, imitent autant qu’il eft poflible la conti-
guité des Points de la Coutbe. Enfin leur pofi-
tion uniforme a tellement le caraltere de la
Circonférence du Cercle, qu'on voit clairement
quiils en font partie; & que pour la décrireen
entier , il ne sagiroit que de r des Points
intermédiaices. Par conféquent tousces Points
{ont également éloignés d'un Qentre commun,
qui feroit le Point ‘dg';llltetfe&ion de toutes les
Perpendicalaires tirdes par le milieu-de chaque
Diredtion, ‘

®
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Diamérre.,
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L 4
§. 11.

DES LIGNES DROITES

Tirées [oit an-dedans Joit au-debors
de la Ligne circulaire.

I.

A Krincipale de ces Lignes eft le Raioz,

c'eft-a-dire, cette Ligne CA, par le mou-
vement de laquelle nous avons congu la conf-"
tru&tion de la Circonférence du Cercle. CA eft
répétée autant de fois qu'il y a de Points dans la
Circonférence, & mefure la diftance de ces
Points au Point-milieu, que I'on nomme Cen-
tre. Cette diftance eft toujours laméme; & par
conféquent tous les Raions du Cercle font
égaux. Vérit¢ fimple, mais d'une admirable fé-
condité. ] .
I ,

On appelle Diamétre , le Raion AC prolongé
dans'la méme Dire@ion depuis le Centre juf-
quau Point oppofé de la Circonférence. Ainfi
le Diamétre efy double du Raion. Donc tous
les Diamétres font égaux : donc ils paffent tous

ar le Centre : donc fi 'on pouvoit fixer le nom=
gte des Raions, il feroit double du nombre des
Diamétres.

La grande propriéeé du Diamérre eft de divi-
Jer la Ligne circulasre en deux partses égales.
~ Ayant le Diamétre ou double Raion AB :qlie'

e
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le Raion CB foit immobile, pendant que AC mmmmm— -
s'¢levera fur le Point fixe C. Au premier. pas quil Liv. L
fera, les deux Raions, qui d'abord n'étoient CHAP- IIy
qu’une Ligne droite, commenceront A faire An= % 1+
gle 5 & le Raion AC entameta les Dire@ions
obliques dont nous avons tant‘parlé. Arrivé an
Point 4, il fera perpendiculaire, & paflera en~
fuite par tous les degrés d’'Obliquité, jufqu’a ce -
qu'il foit arrivé fur le Raion BC. 4

Continuant fa route par en bas, il reprendra
les Directions obliques, deviendra lperpendicua
lairerau Point 4 inférieur , & pour la quarri¢éme
fois il épuifera toutes les Diretions obliques,
en remontant jufqu'en A. . P

Ce mouvement du Raion AC démontre qu'it
a fait autant de chemin en allant, foitde A en
B, foit de B en A. Donc la portion circulaire -
AB eft égale 2 la portion BA : Donc le Diamétre
- AB divi%e la Ligne circulaire en deux parties
égales, ou bien en deux demi-Cicconférences. -

IIL :
ON appelle Corde

toute Ligne droite tirée _Les Core
dun Point de.la Circonférence 3 un autte ; & des.
Arc, cette partie de la Circogiférence foutenue Fig* 23+
& comme retranchée par I#Corde. - .

Le Diamétre eft compris dans la généralité de
cette définition. Rien n'empéche en effet qu'on
ne le mette au nombre des Cordes; avec cette
prérogative cependant, que Teul de toutes les -
Cordes il paffe par le Centre; qu'il divife la Cir-
conférence en'deux parties égales; & qu'il a
pour Arcl'une ou l'autre des deux demi-Circon=
férences qu'il Zpare. -
D
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La comparaifon du Diamétre avec les autres
Cordes , denne les Propofitions fuivantes,
I.
De toutes los Cordes , celle Jra paffe par le Cens
4

tre du Cercle eft la plas grande.
Car elle foutient une demi - Circonférence

entiere, au lieu que les autres foutienpent des
Arcs moindres.

La feule infpection de la demi-Circonférence
foutenue par le Diamétre, fuffic pour rendre
cette vérié palpable. Les deux Points de la Cir-
conférence qui font au-deflus des extrémirés A
& B du Diamétre, ne s'¢lévent pas perpendicu-
lairement , mais commencent de part & d'autre
une Dire&ion oblique. Les Points fubféquens
par des changemens de Direction pareils fe zap-
prachent de plus en plus,  mefore zu'ils s'dloi-
gnent du Diamétre, jufqu'a ce quenfin les deux
Corés laréraux de cette voute fe joignent en ua
Paint également éloigné des extrémités du Dia»
mérre AB.

- Do il fuir 1°, quume Corde eft danzant pins
Krande ou plus petite, quelle off plus proche ou
plus éaignée du Centre du Cercle.

2° Qne les Cordes égalemens dloignées du Cexs
tre, fam égales. '
. 3% Quc les Avcs foutenus par des Condes £gas
les, fons éganx ; & daurant plwus gramds onplns
pessts , gue dewrs Cordes fome des Lignes plws lon+
Lues ox plus courtes. '

.. 4> Que les Cordes p:zremmt dstes , ne me»
furent que des portions de Longuenr ou de Lar-
geur dans le Cercle : an lien que celle qui paffe

Sein
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parle Centre , oft appelléc par excellence lo Dia- mevmmmmem
métre du Cercle, parceqw elle le mefure ensous fens Liv. L.
dans {a plus grande Longuenr & Largenr. Crar. I
2,

S' l‘-

Un Diamésre perpendiculagre fur une Corde,
la conupe en dewx parsies égales. .

Car le Centre du Cercle eft également éloi- Fig. 24-

né des Points A & B communs a la Corde & 2

a Circonférence. Or le Centre eft un des Points
du Diamétre perpendiculaire. Donc tous les
Points du Diamétre perpendiculaire, & par
conféquent le Point D, commun au Diamétre &
3 la Corde, font également éloignés de A & de
B. Donc, &c.

Dot il fuit 1°, que /e méme Diamétre EF
coupe en dewx parties égales les denx Arcs que
Jépare la Corde AB. Cat les Points E & F eom~
muns au Diamétre & 2 la Circonférence, font
chacun A une diftance égale des Points A & B
extrémités de la Corde. Donc la Cotde qu'on
tireroit de E en A, feroit-égale 2 celle de Een
B:& ccgle de Fen A, acelle de F en B.

M fuit 2°, que fi ke Diamétre cff perpendien- Fig, a5,
laire fwr un autre Diamétre, la Circonférence
Jera conpée en gquatre parties égales.

3. |
Lorfque denx Cordes font paralleles, les Arcs
compris entrelles font éganx.

"geﬂ: une fuite de l'uniformité qui regne dans  Fig. 26,
la Courbure de la Ligne circulaire. Caril eftde %
Feffence duParallélifme, que les Lignes fembla-
blegent tirées dans Fefpace parallele, foient
éga?;s > les Perpendiculaires , aux Perpendicu~

D jj
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laires; les Obliques, aux également obliques:

dong les Courbes, aux également courbes.
D'ou il fuit 1°, que f§ au liew de deux Cordes

paralleles , on avoit une Corde HK parallele 4

une Ligne LM , qus ne toucherost le Cercle qw an

- feul Point E, les Arcs compris entre ces Paralle-

Les Sé-
cantes.

Fig. 27. &
fuiv.

Fig. 27,

les fevosent éganx , I Arc EH al Arc EK.

2% Qmﬁ an liew dune Corde & d'une Tan-
gente paralleles, on aveit dewx Tangentes pa-
rallsles LM ,OP , les Arcs compris entreces Pa-
ralleles [eroient éganx. Ces Arcs feroient deux
demi-Circonférences. Nous parlerons inceflam-
ment de ces Lignes tangentes.

IV. :

Uoique les Raions, les Diamétres & les Cor-

des puflent étre regardés comme des Sécantes

du Cercle dont elles coupent en effet la Cir-

conférence, on ne donne néanmoins pour l'or-

dinaire le nom de Sécantes qu'a des Lignes qui
dans le Cercle ne font ni Diamétre ni Corde.

I y a deux fortes de Sécantes: les extérieures
qui partent d'un Point hors du Cercle, telles
que AB, AD; & les intérieures, qui partant d'un
Point pris dans I'intérieur du Cercle, ne cou-
pent la Circonférence que dans un feul Point.

, I. . ’

Les Sécantes extérieures partant d'un Point A
hors du Cercle en coupent d'abord la partie
convexe, pour arriver enfuite 2 fa partie con-
cave. On peut donc les confidérer en entier, ou
feulement dansleur partie extérieure A, au Ad.

En ne confidérant que cette partie, on doit
dire , que de tontes les Sécantes extérienres,belle

.
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qui , prolongée-paffemit par le Centre , eft la plus ==
conrte. . Liv.. I
Car il eft manifefte que du Point A, le plus CHAP.. 1L
court chemin pour parvenir 2 la convexite dw T
Cercte; eftla route qui conduit au Centre, c’eft-
d-dire, de A en b, qui par rapport an Point A
eft Fendroit le plus. élevé de Ia Cicconférence«
Donc Ab eft plus courte que Ad.
Si I'on tire au Point & une Ligne LM perpen-
diculaire 3 Ab., Ad fera non-feulement oblique
fur LM, mais elle-paflera outre. Donc Ad eft
plus longue. que Ab.
C’eft tout le contraire forfquion confidere les
Sécantes extérieures dans toute leur kongueur,
depuis le Point A julqud.laconcavité du Cercle.
#t faur dire alors, que de tomtes les Sécantes ex-
térienres, celle qus paffe par le Centre eft la plus
bongue ; & la p.lm couxse, celle qus s'en cloigne le.

F Car le Point B eft vifiblement:le plus enfoncé
dans ka concavit¢ du Cercle relativement au
Point A, comme le Point b eft le-plus haut de la
convexité. Par conféquent,le chemin le plus
cours-pour aller du Point A jufqua la concavité
du Cercle, n'eft pas de parcourir toure la pro-
fondeur du Diamétre, mais plutée de fuivre la
Corde qui retrancheroit le plus petit Arcdela, . - o
Circonference. '

Si I'on tire du Point A une kigne qui touche
fimplement le Cercle au Point F, fans entamer
laCirconférence, cette Ligne plus longuequ'aur -
cune de celles qui s'arrérentala.convexitedu
Cercle, eft en méme tems plus courte quaucune

D iij
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de cellés qui coupent la Circonférence. Cat fi
P'on fait approcher AF de la Sécante diamétrale
AB, elle entrera dans le Cercle ; mais il faudra
qu'elle s’allonge pour atteindre jufqu’d la con-
cavité , par exemple, pour devenir la Ligne AD.
Elle s'allongera donc toujours de plus en plus en
defcendant vers B, jufqu’a ce qu’elle fe confonde
avec la grande Sécante diamétrale AB.

: 2.

Les Sécantes intérieures font de deux fortes.
Elles partent d’un Point placé au-deffus du Cen-
tre, ou d’un Point placé au-deflous. Je ne patle
point de celles qui partiroient du Centre méme:
ce font des Raions.

De toutes les Sécantes intévienres de la pre-
micre [ovtc, la plus longue eft celle qus paffe par
le Centre. ‘

Car le Point B oul cette Ligne aboutit, eft dans
la plus grande profondeur de 1 concavité du
Cercle relativement au Point A. Achevons le
Diamétre par la Ligne pon&tuée Ad. H eft évi-

dent quen faifant circuler cette petite Ligne au-

" tour du Point A, il faut pour quelle touche i la

Fig. 29.

Circonférence, quelle s'allonge 2 mefure qu'elle
defcend vers B, jufqua ce qu’elle foit confon~
due avec AB.

D'od il fuit, que de romtes les Sécantes inté-
rieures de la [econde [oree, la plus conrte eff celle
qus prolongée., pafferoit par le Centre.

- Il eft inutile de sétendre davantage fur ces
Lignes {écantes dont on fait affez peu d'ufage
dans la Géométrie. .
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ON appelle Tangente, une Ligne draite qui
touche le Cercle, fans pénétrer dans [a capacsié
sntérieure. '

Je me contenterai d'expofer ici ce quonttou-
ve dans les Elémens ordinaires de Géomérrie
fur la nature & les propriérés de cette Ligne-
importante.. e

: I.
- Une Perpendiculasre AB fur. Lextrémité du:
Raion du Cércle ne touche la Circonférence qu'en
un [eul Point.. :

Car le Raion CA eft auffi perpendiculaire fut
AB, & par eonféquent la plus coutte Ligne que
T'on puifle y tirer du Centre. Toute autre Ligne
tirée du méme: Point fur AB feroit oblique, &
plus longue que le Raion CA, Or une Lighe
tirée du Centre ne peut étre plus longue qu'un
Raion, & moihs qu'elle ne forte de la.Circon=
férence du Cetcle. Donc tous les autres Points.
de la Ligne AB; quelques proches qu'ils puiflent
€tre de A, font hoss de la.Circonférence : Done
1a Ligne AB ne touche le Cercle qu’au Point As.
Telle eft la propriécé effentielle dela Tangente.

2

On- me pest faire paffer ancune Ligne droite
entre le Cercle & la-Tangente.

Toute autre Ligne droite, comme EA, qui.
viendroit aboutir au Point A, entrefoit necef-
fairement dans la Circonférence. Car puifque le
Raion CAeft perpendiculaire fur laTangente AB,
il doit &re oblique fur toute autre Ligne non

D iv
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La Tan~
gente.

Fig. jo.
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arallele 2 AB, & par conféquent fur la Ligne
EA. Donc une Perpendiculaire tirée du Centre

Cuar. II. fyr cetee Ligne EA feroit moins longue que Ie

.

Raion, & par conféquent rencontreroit EAdans
Tintérieur du Cercle.

On peut abbaiffer EA tant que I'on veudra 3
le méme raifonnement aura lieu, jufqua ce que
cette Ligne foit confondue avec FA prolonge-~

‘ment & continuation de la Tangente.

3. _
:" Qn pent faire paffer unc infinité de Lignes cir-
exlasves entre e premier Cercle & laTangente,
Sans que celle-ci touche ces Lignes civculasres em
plns d'un Point.
~ Soit le Raion CA prolongé en en-haut jufqu’a
¢; & de l'intervalle cA , foit-décrit un nouveau
Cercle plus grand que le premier. I eft évident
par la précédente Propofition, que le grand
Cercle,non plus que le petit, n'aura que le Point

. A de commun avec la Tangente.*Car le Raion

cA perpendiculaire fur AB, eft la plus courte
Ligne qu’on puiffe tirer du Centre ¢ fur la Tan-
fente‘ Donc toute autre Ligne tirée du Point ¢

ur AB feroit obiique 3 par conféquent plus lon-

© gues par conféquent fortiroit de la Girconfé-

rence.
. On peut prolonger en en-haut 3 velonté le
Raion cA, & de chaque Point décrire de nou-
velles Lignes circulaires, qui par laméme raifon
ne toucheront I3 Tangente qu'au feul Point A.
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Confiderée comme mefure des Angles.
NOus n'avons pas eu befoin de recourir 3

la Ligne circulaire pour connoitre la na-
ture des Angles & leurs propriétés. La finiple
pofition de deux Ligues droites qui fe rencon-

Liv. L.
«HAP. ll.
s. mc
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trent en un Point, a fufh pour nous en donner

L!vu L

une idée nette, & pour en développer les dé-

Caar. I pendances. Mais il faur avouer que la confidé.

,S\ IH)

‘Fig. 11,

Fig. 12.

Fig. 13.

ration de la Ligne tirculaire répand un grand
jour fur cette matiere.

En effet, 2 exception de I'Angle droit que
Ia pofition perpendiculaire de deux Lignes rend
toujours uniforme & toujours le méme, les
aigus & les obtus n’ont point d’état fixe , & font
{ufceptibles de plus ou de moins 3 Linfini. I faue
donc une mefure exacte pour en déterminer la
grandeur 3 & la Circonference de Cercle nous
donne cette mefure fimple & naturelle que nous.
cherchons. :

Rappellons en peu de mots ce que nous avons
¢tabli dans le premier chap. de celivre; §. 1.

. Nous avons vu 1°% que lorfque deux Lignes
droites fe coupent petpendiculairement , elles
forment quetre Angles droits, dont lé Sommet
commun eft an Point d'interfection. L
2°. Que lorfque deux Lignes fe coupent obli=
quement, elles forment quatre Angles, deux
aigus , & deux obtus; que les deux aigus font
égaux entr’eux, ainfi que les deux obtus: qu'un
aigu & un obtus pris enfemble font égaux a deux
droits ; & qu'enfin lés quatre valent quatre
droits. . S

3% .(%1: fiI'on fait pafler par le Point d'inter-
fection de deux Lignes droites abtant d’autres
Lignes que I'on voudra; tous les Angles formés.
par cette multitude de Lignes, équivaudront.
néeeflairement 2 quatre Ahgles droits.

-~ D'otl nous. avers conclu, que {i dun Point,,
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on tiré de divers cotés autant de Lignes quon Sespmme
jugera  propos, ce Point ferale Sommet com- Liv. L
mun d’une multitude d’Angles, qui; pris enfem-~ CEAP. IL
ble, en valent quatre droits. . 5.1

Ce Pojat ; principe d'une infinité de Direc- Fig. ;1.
tions différentes , nous repréfente trop fenfible-
nient le Centre d’'un Cercle, d'ou partent une
infinité de Raions, pour que Fon puiffe s’y mé.
prendre. Par conféquent, {i de ce Point pris pour -
Centre, I'on décrit une Circoriférence qui coupe
toutes ces Lignes, il eft évident que les Arcs
compris.entre les ctés de ces Angles feront leur
miefure; que plus PAngle fera grand, & plus
PArc le fera aufli; & qu'enfin tous ces Angles
pris enfemble étant égaux 2 quatre droits, la
Circonférence entiere féra propre 3 mefurer
quatre Angles droits ou leur valeur. Enttons en
quelque dérail.

Deux Lignes fe coupant perpendiculaitement,  Fig. 32.
fi du Point d'intetfection pris pour Centre, on
décrit uhe Circonférence, qui coupe les quatre
cotés des quatre Angles droits, la Circonféren-
ce fe trouvera partagée en quatre Arcs égaux,
dont chaeun (IeJra la mefute d'un Angle droit.
Ain(i I'Angle droit dtant toujours le méme, fa
mefure fera toujours le quart de la Circonféren-
ce d'un Cetcle.

Si deux Lignes fe coupent obliquement; & Fig. 33.
que du Point d’interfection pris pour Centre,
on décrive une Circonférence qui coupe les
quatre ctés des quatre Angles , dont le Sommet
commun eft le Centre du Cetcle, la Circonfé-
rence fe trouvera partagée en quatre Arcs , deux



Liv. L.
Cuar. II.

Fig. 34.

6o GroMETRIE METAPRYSIQUE.

grands & deux petits, qui tous enfemble-for-

ment la mefure de quatre Angles droits , par-

ceque tous enfemble font égaux A quatse quarts
de la Circonférence. De plus les Anglesoppefés

érant égaux, les Arcsqui les mefurent font égaux
auffi. En effet, en ajoutant A 'un des grands Arcs
‘un des petits 2 volonté, le grand & le petiv
joints enfemble font une demi-Circonférence.

- De méme encore, fi une Ligne DC tombe

“fur Phorizontale AB fans la traverfer , les deux

Angles de fuite formés par cette Ligne étant
égaux 2 deux droits , ont auffi pour mefure to-
tale une demi-Circonférence. Car du Point de
réunion C pris pour Centre, on peut décrite

- une demi-Circonférence dont la Ligne horizon-

Fig. 6. &
34

tale ou partie de cette Ligne ferale Diamétre; &
la demi-Circonférence fera coupée en deux Arcs
par la Ligne DC qui forme les Angles de fuite:

Rappellons-nous que ceft par le mouvement
de ce Raion CD fur le Point C que nous avons
déterminé tous les érats d’aigu’& d'ebtus pare
lefquels un Angle peut paffer. Appliquons-y la
melure circulaire,

Si le Raion CD eft couché fur la-partie CB
de la Ligne horizontale, iln’y a point d’Angle,
& la demi-Circonférence dont AB eft Diamé-
tre, n'eft coupée en aucun endroit. Mais dés que
CD commence 2 fe relever, ' Angle aigu fe ?or-
me du c6té de CB, & I'Angle obtus du coté de
CA. Alors le Raion CD partage ‘la demi-Cir-
conférence en deux Arcs; l'un trés-petit, me-
fure du Jaetit Angle aigu; & l'autre trés-grandy,
melure de 'Angle obtus. '
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A mefure que le Raion mobile fe relevera , mmm——
FAngle aigu deviendra plus grand, ainfi que Liv. L
T'Arc qui le mefure; & I'Angle obtus, diminuera Cuae. IL
avec ?on Arc, jufqu’ ce qu'enfin le Raion CD & UL
devenant perpendiculaire fur le Diamétre AB,
formera deux Angles droits , & coupera auffi la
demi-Circonférence en deux Arcs égaux. '

Le Raion CD en defcendant enéite vers la
partie CA du Diamétre, fera paffer ' Angle aign
de ce c6té, & I'Angle obtus ducoté de CB: & .
Fon verra I'Angle aigu diminuer avec fon Atc,
& I'Angle obrtus & 1%)11 Arc augmenter 2 pro-
portion, 2 mefure que le Raion defcendra, juf~
qua ce que confondu avec CA, il o’y ait plus
d’Angle.

Il fuic de tout ce qui vient d’étre érabli,
1° que tout Sommet d’un .Angle quelconque
doit étre confidéré comme le Centre d'un Cer-
cle, & les cétés de I'Angle, coupés par la Cir-
conférence, comme les Raions: de ce méme
Cercle. : :

2° %ae I'Arc compris entre les c6tés de 'An-
gle, eft lamefure de fa grandeur ou de fa peri-
tefle : enforte que l’Ang%e eft plus grand ou plus
petit, felon que I'Arc compris entre fes cotés eft
une portion plus ou moins confidérable de la
Circonférence du Cercle. :

3°. Que la mefure d’'un Angle droit étant
quart d’une Circonférence , on doit dire en gé-
néral que la mefure de I'Angle aigu eft un Arc
plus petit, & celle de 'Angle obtus , un Arc plus
- grand que le quart de la Circonférence.
4°- Eofin, que I'Arc qui mefure un Angle ob-
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tus eft toujours moins grand qu'une demi-Cir=~

Liv. I conférence. Car le Diamétre qui la foutient n'é-
Cuar. IL tant qu'ung Ligne droite , ne forme point d’An-

§. 1IE

le. -
& Pour rendre cette admirable mefure d'un
ufage plus commode, les Géométres font con-
venus de divifer la Circonférence du Cercle en
360 parties égales ou Degrés: chaque Degré,
en 6o Minutes : chaque Minute, en 6o Secon-
des, &c. Ce nombre de 360 eft arbitraire ; mais
il méricoit la préférence fur tout autre; parce-
ue de tous les nombres, c’eft celui qui fournit
Ie plus de divifions en Moitiés, Quarts, demi-
Quarts, &c. Tiers, demi-Tiers, &c.
Par ce moyen, on fpécifie trés-aifément la
andeur de tous les Angles que I'on veut me-
rer. 360 Degrés font la mefure de quatre An-
gles droits : 180 de deux; & 9o d'un Angle
droit. : T
- Et comme I'Angle obtus a peur mefure un
Arc de plus de go Degrés; & laigu, un Arc
moindre, leur grandeur fera tsés- exaétement
dérerminée , quand on pourra dire du premier,
par exemple, qu'il eft de 100 Degrés, de'120,
de 130, &c. & du fecond, qu'il eft de 60, de
45> de 30, &ec. :
Mais il eft trés-important de fe convaincre
que I'Arc d'un petit Cercle eft tout auffi propre
3 mefurer un Angle, que I'Ar¢ d’un Cercle plus
grand. L'effentiel eft que eet Arc quelconque
foit compris exaGtement entre les deux cétés de
I'Angle, & tracé du Sommet pris pour Centre.
En effer nous avons vi que la grandeur ou la
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petitelle de lAngle ne dépend en aucune {oste Smmmm—
de la grandeur ou de la petitefle de fes cotés. Liv. L
Car I’Angle o’étant que 'ouverture de deux Li- Cxap. I
gnes qui fe réuniffent en un Point, il eft rour & 1k
form¢ par les premiers Points, qui, joints au
Sommet Point commun, commencent deux Diy
reCtions. Que ces deux Directions foient plus
ou moins prolongées, elles n’en feront ni plus
ani moins perpendiculaitcs, ni plus ni moins
obliques l'une a I'égard de l'atre. Il eft donc
indifiérent de donner plus ou moins d’étendue
au Raion de I'Atc, qui, du Sommet pris poug
Centre, fera tracé entre les cotés.

Pour rendre cette raifon encore plus l’cnﬁble s Fig. 35
fuppofons plufieurs Circonférences concentrie
ques, ceft-2-dire, des Circonférences inégales
en grandeur, mais décrites du méme Centre.

- Que I'on divife par des Raions la plus grande
Circonférence en tel nombre d’Arcs que I'on
jugera 2 propos, par exemple, en quatre Arcs
tgaux par deux Diamétres perpendiculaires:il
cft évident que les deux Diamétres partagent
¢galement en quatre Arcs égaux les petites Cir-
conférences concentriques ; & que tous ces Arcs
de 90 Degrés chacun, font aulﬁ propres les uns
que les autres 2 mefurer par exemple I'Angle
droit ACB. . T

g
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§, 1V.
MESURE DES ANGLES

Qui wont pas leur Sommet dansle Centre
du Gercle.

Orfqu’un Angle eft formé par deux Raions,

s on.n’eft pas en peine de fa mefure : 'Arc
qui le borne détermine fa grandeur. Mais on
peut faire dans le Cercle plufieurs Angles, qui
n’ayeng pas le Centre pour Sommet, tels que
ceux qui feroient formés par deux Cordes, ou
par une Corde & une Tangente, ou enfin par
deux Sécantes intérieures ou extérieures; &
Pon demande fi I'Arc fur lequel ils s'appuyent ,
peut fervir 2 les mefurer.

Il eft certain que cet Arc, mefure naturelle
de I'Angle dont le Sommet eft au Centre, eft
trop grand ou trop petit pour déterminer la
grandeur des autres Angles dont le Sommer fe-
roit ailleurs que dans le Centre du Cercle. Cat
ces Angles font plus grands ou plus petits, que
I'Angle du Centre qui s'appuyeroit fur leméme
Arc. 1l fembleroit donc que I'Arc compris en-
tre leurs cdtés ne pourroit fervir 2 les faire con-
noitre. Eh pourluoi , ajouteroit-on, fe donner
la peine de chercher leur grandeur dans un Cer-
cle, oils font étrangers en quelque fagon? Ne
peut-on pas aifément la découvrir en décrivant
de leur Sommet pris pour Centre des Arcs qui
les mefureront exaGement ?

Tels
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Tels font les raifonnemens [gue la pareffe fug- me—
"gere. Mais les Géométres ne font pas fujetsdce Liv. L.
défaut. Ils ont voulu trouver dans le Cercle CHAP. II.
méme, ou ces Angles font contenus, de quoi §- IV,
fixer leur valeur. Le fuccés a couronné leur en-
treprife; & leur découverte c}ui fembloit de-
bord ne fatisfaire que lacuriofité, s'eft trouvée
- par la fuite d'un ufage trés-étendu.  Suivons-les
dans cet examen. Si la lumiere de I'évidence,
qui nous a guidés jufqu’a préfent , paroit un peu
nous abandonner ici, la certitude nous en dé-
- dommagera. .
. Confidérons d’abord les Angles, qui, formés  Angles 2
P deux Cordes, ont leur Sommet 8ans la Cir 12 Circon-
‘conférence du Cercle. On a trouvé qu'sls one ference for-
posr mefure la mostié de [ Arc fur lequel ils 5 ap- zi‘x P::tor-
pwyent; & par conféquent, que I' Angle au Cen- 4,
#re qus s appuyeroit [ur le méme Arc, feroit dou- Fig. 36.
ble de £ Angle a la Circonférence.
"Mais en vain, pour nous convaincre de cette
wvérit¢, ticherions-nous dapprofondir la nature
de PAngle & de I'Arc qui le borne. La compa-
raifon que nous Xourtions faire des deux Angles,
ne nous apprendroit que la fupériorité de 'An-
~ gle au Centre, fur I'Angle 2 la Circonférence.
Car les c6tés de 'Angle ADB, quoique beau-
coup plus longs que ceux de ’Angle ACB, n’ont
cependant que laméme ouverture en AB. Donc
Yécartement des cotés eft, au fortir du Sommet,
plus confidérable dans I'’Angle au Centre, que
‘dans I'Angle 2 la Circonférence.. Mais cette fu-
périorité du premier fur le dernier eft-elle du
* 'double? L’'Arc AB trop grand pour mefurer
E
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umwenss exatement 'Angle ADB, fuffiroit-il pour. en
Lwv. L. mefurer encore un autre de laméme grandeur?
Cuar, 1L Ceft ce que la feule infpection des deux Angles
$: V- ne nous apprendra jamais parfaitement. 1l faut
donc avoir recours a des Angles fubfidiaires,
déi comparés avec nos Angles, nous en donnent

le rapport précis.

Si cfu Point D pris pour Centre, & de l'inter.
valle DA ou DB, je trace un Arc ponétué com-
pris entre les coeés de FAngle ADB, cet Arc
quimefure ' Angle 3 laCirconférence, doit avoir
une Courbure moins forte que I'Arc de I'Angle
au Centre, puifqu'il fait partie dun plus grand
Cercle. e feroit donepasimpoflible que ’Arc.
AB contint une fois plus de Degres dans fon
Cercle, que 'Arc pon&tué dans le fien. Mais i
feroit diaicile de le prouver d'une maniere géo-
méerique, quoique dans la pratique il fur aifd
de le vérifier. .

" Yen dis prefque autant d'une sutre méthode,
qui paroit d'abord fort naturelle; la voici.

* 8i du Point D pris pour Centre, & de Finter-
valle DC, on décrit un Arc compris entre les
c6tés de I'Angle ADB, ce petit Arc ab fera la
véritable mefﬁre de notre Angle. Or cet Arc ab
a la méme Courbure que le grand AB, puif~
B:fils ont le méme Raion DC ou CA. Ainfi ces

eux Arcs, appartenans 3 Cercles égaux, pa-
toigént de nature 3 poyvoir étre aifément com-
parés. .

- Je remarqoe en effet, que le petit Arc 4 eft
€galement éloigné du Sommet D, & de I'Arc
AB fur lequel les cétés prolongés de FAngle «Dé
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gappuyent. I fembleroit donce que deux Li — ]
partant de A & B doivent former un Angle deux  Liv. L.
fois plus grand en allant fe réunir en C moitié CiAP. Ih
chemin, que s'ils alloient fe réunir en D, auli &1V
¢loigné de C, que C 'eft de 'Arc AB. Par confé-
quent, 'Angle au Centre feroit doubl¢ de FAn-
gle 2 la Circonférences & I'Acc AB, mefure du

remier, feroit double de FArc #6, mefure du
econd. Mais quoiqu’'on puiffe sifément juftifiet
ce raifonnement dans la pratique, il fauc néans
moins convenir qu'il eft grop vague , & pewrpro-
pre A porter I'évidence Pefpric.
Pour prouver géoméeriquement que PArc AB
eft double de 45, il faudroit érablir auparavant,

que lor ont leurs Cen.
wres dat Faurre, Us fo
coupent leurs Circon-

férences. CLar de-1a #l fuivroit, que la partie
EaCbF de la Circonférence ponGuée , éeant
égale aI'Arc EDF, ne feroit que moitié du grand
Arc EABF. Par conféquent, tout Angle partant
du Point D Centre du Cercle pon&ug , & abou-
tiffant A la concavité de Paurse Cercle, dait y
couper un Arc double de celni qu'dl a coupé
dans la Sidu Pojot D
Fon titww aeux Lignes aux aeux Poiots de Sec-
tion E , F des deux CerAles, I'Angle EDF formé

par ces deux roit pour mefuce la par-
tie E4ChF & érence pon@uées & par
€o nt la moitté de PAtc EABF double de

EaChF. Or tous les Angles dont le Sommer fe-

roit en D, & qui aboutiroient 3 la concavité du

premier Cercle, font compris danls:‘ la capacité
3j
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Liv. L.
Cuar. 1L
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de I'’Angle EDF. Donc thacun de ces Angles au~
roit pour mefure, ou bien la partie de la Cir~
conférence ponétuée qu'il coupe, ou bien la
moitié de I'Arc fur {equel il s'appuye dans le
premier Cercle non pongtué. .

- Mais pour prouver la Propofition d'ou ces
conféquences dérivent, il faudroit d’autres prin-
cipes que ceux que nous avons <tablis jufqu’d

* préfent. Renongons donc 2 ces méthodes trop

compliquées, & tenfermons-nous dans ce que
nous {cavons déja de la nature des Angles , &
de la fituation récipr¥que des Lignes droites

¢ les unes a I'égard des autres.

"Fig. 37,

JE fuppofe que I'Angle ADB ait un de fes cé-
tés DA paffant par le Centre du Cercle, c’eft-3-
dire, que des deux-Cordes qui le forment, I'une
foit un Diamétre. Je demande feulement qu'on
tire un fecond Diamétre EF., de maniere qu'il

foit parallele 2 la Corde DB fecond coeé de

* I'Angle.

- On sappergoit d'abord que :la Parallele EF
coupe PArc AB en deux parties égales. Carl'Arc
FB compris dans I'efpace parallele eft égal 3
PArc’ ED du méme Cercle compris dans le mé-
me efpace, comme on l'aprouvé dansle§. I

- Or I'Arc ED eft égal 3 I'Arc AF , autre partie de

I'Arc total -AB. -Car les deux Diamétres qui- fe
coupent forment deux Angles au Centre, op-
rof s par le Sommet., & par conféquent ¢gaux,
efquels ont pour mefure I'Arc fur lequel ils s’
puyent. L’Arc ED déja égal 2 FB, I'eft donc aufli
23.AF.: donc AF eft égal 2 FB : - donc \I'Arc. AB
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eft-divifé ‘en deux parties égales pas la Parallele mm—m—
EF; . Liv. I - .
D'un autre coté la Parallele, en coupant le CHAP..IL
premier Diamétre en C, donne un Angle au 1V -
Centre ACF, qui a pour mefure I Arc AE, moi-
tié de AB. Si.donc cet-Angle ACF-étoit égal ¥
FAngle A la Cireonférence ADB, il feroit ma-
nifefte que-ce dernier auroit pour mefure la
moiti¢ de FArc AB fur lequel. il slappuye. On
Pégalité des deux Angles faute aux yeux. Cax
RAagle ACP eft externe ¥ I'efpace parallele, &
par conféquent égal 2.fon oppefé intérieur ADB,
ainfi qu'on l'a prouvé ci-deflus Chap. 1. §. II. De
plus, 'Angle ACF eft égal 2 I'Angle ECD qui lui
eft oppofe par le Sommet; & celui-ci eft alter-
ne, & par conféquent ¢gal I’ Angle ADB. Donc
FAngle- 3. la Circanfésence ADB ef} égal 2 'Ane
gle au- Centre ACF.. Donc: le premier a.pour
mefure Arc AF moitié de PArc fur lequel il
sappuye. C'efbce quiil falloit démontrer..
Aprés nous étre affurés dela mefure des An-
gles 2.]a Citconférence dont Pun des cotés ef.
ua Diamétre;, il ne fera.pas difficile de nous con-
" vaincre que tousles Angles de cette efpéee , for=
més par deux fimples Cordes, n'ont pas une mes-
fure différente.. R .
Cat ou bien lé Gentre-du Cercle: fe-trouvera Fig. 38..
entre les deux Cordes; ou bien.jt fera en-dehors.
Dans le premier cas, du Sommet-Bde 'An-
gle tirez le Diamétre DE : I'’Angle ADB fera
paitagé en deux Angles , qui pis enfemble fong
¢égaux 3:I'Angle total. Ot chacun: des petits Anc
gles ayant le Diamérre-pour um.de fes céués,.a
E ii}
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pumsmmee bour mefure la moitié de I'Arc fur lequel il s’ape
Liv. L. puye, Donc I'Angle total 2 pour mefure la moi
Crar. IL ti¢ de I'Arc AB, compof¢ des deux Arcs AE,

s. Iv.
Fig. 39.

Dans le fecond ¢as, fi du Sommet D ontire
le Diamétre DE, on a trois Angles 2 1a Circons
férence, fcavoir, I'Angle total EDB, & deux
autres Angles EDA, ADB, qui pris enfemble ,
font égaux 3 I'Angle total. L'Angle total EDA
ayant le Diamétre pour un de fes cotés, a pour
mefure la moitié de I'Arc tatal EAB. Par lamé-
me raifon T'Augle EDA a pour mefure la moitié
de I'Arc EA. Donc PAngle ADB, refte de 'An-
gle total, a pour mefure lamoiti¢ de 'Arc AB,
refte de I'Arc total,

On exprime autrement la propofition géné-
rale, en difant, que ' Angle au Centre eft donble

de £ Angles & la Circonfévence : & cela eft exalk

toutes les fois que I'Angle au Centre peut sap-

uyer fur le méme Arc que IAngle a Iz Circone
¥érence. Mais cela ne peut avoir lieu, que dans
le cas oul celui-ci Sappuye fur un Arc moindre

ue la denﬂ-Citconfg-lence. Gar s'il s'appuyoit

ur une demi-Circonférence entiere, les deux
Ligmnes tirdes du Centre aux deux Points o cet
Angle aboutit, feroient un Diamétre, & non pas
un Angle.. A plus forte raifon I'’Angle au Centre
ne pourroit-il Sappuyer fur un Arc plus grand
que la demi-Circanférence,

1 fuit 1°, que rous les Angles & la Circonfé-
vence , qus s appuyent fur un Arc moindre que la
demi-Circanference , fans toujours aigws s puifque
{a moiti¢ de cet Arc n'a pas go Degrés.
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2° Que toms conx: qui £ appuyent fur wne de- Smm—
mi-Circonférence,, fomt droits. p e olae CLW. IH
°. Que cenx qus S nt fur un Arc MAE. IL..
gr}nd%o la de»:'»Circ:t’;;‘e?:xtc , font obtw.P §-1v,
- En {uppofant I'Atc AB, quel quil foit, re- PFig. 40.
tranché par une Cotde, le Cercle fe trouve 4%»42-
artagé en deux Segmews. (Cart c'eft ainfi que
on nomme une portion quelconque de Cercle:
terminée par un Arc & par une Corde) Si la
Corde eft un Diamétre , les deux Segmcns font
des demi-Cercles. Mais fi ce n'eft quiane fimple
Cotde, le Cetcle eft partagé en deux Segmens,
aux, Funr plus grand, & L'autre plus petit que:
le demi-Cercle.
Les Géomérres fe- fervent fouvent de cette
divifion du Cercle en Segmens pour exprimer
Ies conclufions précédeates. Hs difent, que I'An»
gle 2 la Circonférence dans le grand Segment
eft toujours aigu; quil eft toujours obtus dans
le petit Segment ;. & toujours droir dans le de-
mi-Cercle.
Mais il faut encore remarquer avec foin,que
fil'on plagoit des Sommets d*Angles dans tous
les Points de I'Atc , foic dr grand Segment, foit
du petit ;. foit du demi-Cercle , tous ces Angles
feroient également aigus , ouégalement obrtus
dans. chaque Segment, & tous Angles droits
dans le demi-Cercle. Et €'eft ce-qui-démontre-
Ia. grande utilité de cette: maniere de mefurer
les Angles 2 la: Citconférence.. Car il fe trouve-
quelquefois dans un Segment de Cerele une mul-
titude de ees. Angles qui paroiffent fi différens
les uns des autres , quwon e feroit pas tentd de:
v




Liv. L.
CHar. L.
S.‘IV.,

'Angles
formés par
uvne Corde
& une Tan-
gente.

Fig. 43.
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les compater enfemble; & qui néanmoins font

égaux, parcequ’ils sappuyent tous fur le méme
Atc. La Re&itude de tous ces Angles dans le
demi-Cercle eft d’'un ufage encore plus étendu.
Les autres Segmens donnent des Angles aigus
ou obtus égaux, fans déterminer leur valeur
précife. Le demi-Cercle détermine FAngle
droit, en quelque Point de la Circonférence
que le Sommet foit placé.

APrés avoir reconnu la vraie mefure de FAn-
gle formé par denx Cordes, il ne fera pas difhi-
cile de trouver celle de I'Angle qui feroit forggé
pat une Corde & par une Tangente. LesGeo-
métres appellent I' Angle du Segmens.

Cet Angle a auffi fon Sommet D dans la Cir-
conférence; mais fes deux cotés, au lieu de s'ap-
puyer fur un Arc, en renferment un entr'eux.

La propriété de cet Angle eft d'avosr pour
mefure la moitic de [ Arc rcr‘zfermc’ entre fes cotés.

Pour le prouver, fuppofons d'abord que la
Corde foit un Diamétre DE. L’Angle formé par
le Diamérre & la Tangente eft droit , puifque le
Diamérre eft perpendiculaire fur la Fangente.
Cet Angle a donc pour mefure la moitié¢ de 'Are
DAE, qui eft une demi-Circonférence.

Suppofons maintenant que la Corde qui fait

"Angle avec la Tangente, foit une fimple Corde

DA. Si I'on tire encore le Diamétre DE, 'on
aura’Angle total EDB, & les deux Angles quel-
conques EDA, ADB, compris dans I’Angle total.

Qr cet Angle total a pour mefure la moiti¢-de

. TArc total EAD. Dailleurs I'Angle 3 la Circon~
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Frence EDA a pour mefure la moitié de PArc
EA fur lequel il s'appuye. Donc 'Angle ADB,
refte de I'Angle total , a pour mefure la moitié
de PArc AD renfermé entre fes cotés & reftede
PArc total.

IL ne nous refte plus qu'un mot 2 dire fur les
\Angles formés par deux Sécantes, {oit intérieu-
res, foit extérieures. Les Géométres ont euaufli
la curiofir¢ d’en chercher la mefure dans des
‘Arcs du Cercle oul ils font placés.

1. Soit un Angle ADB dont le Sommet eft
au-deffus du Centre & au-deffous de la Circon-
férence, & dont les corés foient des Sécantes
intérieures DA, DB. 1l eft évident que cet An=
gle eft plus petit que 'Angle au Centre , & plus
grand que I'Angle 2 la Circonférence , qui s'ap-
puyeroient fur le méme Arc. Cet Angle n'a
donc pas pour mefure tout 'Ar¢ AB; mais auffi
il en a plus de la moitié. Les Géométres ont
trouvé qu'il falloit prendre, pour fupplément de
fa mefure,la moiti¢ de I'’Arc EF coupé dansle
haut de la Circonférence par le prolongement
des cotés AD, BD.

2. Si les deux Sécantes intérieures ont leur
Sommet au-deffous du Centre, il eft ¢vident
que I'Angle qu'elles forment eft plus grand que
PAngle au Centre. L’Arc AB ne fuffit donc pas
four le mefurer; & 'on a trouvé qu’en prenant

a moitié de cet Arc AB, il falloit y joindre la
moitié de FArc EF coupé, dans le haut de la
Circonférence, par le prolongement de fes c6tés.

3. 1l eft évident encore, qu'un Angle ADB

Liv. L
Cuar. I,

o

.Angles
formés pat

es §écans
tes.

Pig. 440

Fig. 4fe

Fig. 4¢.
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, 74
gummmemms formé hors du Cercle par deux Sécantes exté-
Liv. I rieures qui coupent fa Surface convexe, pour
Cuar. L. yenir s'appuyer fur fa concavité, eft plus petis

s 1.

z}:’uﬂ Angle Ala Circonférence qui s'appuyeroit
r le méme Arc AB. Cet Angle n'a donc pas
pour mefure la moitié entiere de 'Arc AB: il en.
faut retrancher la moitié de I'Arc EF coupé dans.
la partie fupérieure du Cercle par les deux c6-
tés DA, DB. L'on dit donc que cet Angle a pous
mefure la moirié de I'Azc fur lequel il sappuye,.
moins la moitié de celui qu'il coupe en entraat
dans le Cercle. :
Ces trois Propofitions font tout-2-fait dans
‘analogie de ce que nous avons érabli fur la na-
ture des Angles 2 lazCirconférence. Mais on ne
peut les démontrer en rigneur qu'au moyen des
ropriétés du Triangle, dont on va traiter dans
re Livre fuivant.
Dailleuts les Angles formés par des Sécantes:

“ne font d'aucun ufage dans la Géométrie. En:

effet , 2 quoi pourroient fervir des. mefures aufli
peu narurelles, qu'il faut prendre dans des Arcs
différens du méme Cercle. Cet objet n'étant
donc que de pure curiofité ,nous n'en parlerons

as davantage; & nous pafferons tout de fvite
a léa confidération des Figures planes toutes for-
mées.

Fin du premier Livre,
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LIVRE SECOND.
LES FIGURES PLANES.

l - E premier Livre de cet Ouvrage nous a

mis fous les yeux les matériaux des Sur-

faces ouFigures planes..Nous avons mé-
me vu le commencement de leur formation
dans les Angles, qui nous préfentent une por-
tion d’étendue terminée de deux cotés. En fixant
la longueur des jambes, & joignant leurs extré-
mités par dautres Lignes, on les {épareroit de
tous les efpaces environnans. Ceft cette éren-
due bornée de toutes parts par un certain nom-
bre de Lignes, qui va faice I'objet de nos re-
cherches. ’ :
. Lenombre de Lignesemployéesa formerune
enceinte peut varier 2 l'infini. Un Angle étant
donné, il eft facile de clore I'efpace par une feule
Ligne droite. Mais au lieu de trois Lignes, on
peut en mettre quatre , cinq, vingt, &c. & ceft
la quantité de ces Lignes, & la différence des
Angles qu'elles forment par leur union, qui confs
tituent ?es diverfes efpeces de Figures.
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mmswm——  On voit d'abord, fans qu'dl foit befoin de fe
Liv. II. prouver, que toute Figure plane a néceflaire~
ment autant d’Angles que de c6tés. Car chacun
de cescotés.érant joint 2 deux autres, participe
i la formation de deux Angles. Ainfi une Figure
de trois cotés, atrois Angles : une de quatre, de
cing, de fix' cotés, a quatre, cing, fix Angles,
&ec.
. Ceeft fur ce fondement que I'on fe contente
de défigner les Figures planes par leurs Angles.
On leur donne 2 toutes le nom général de Poly-
gones; & le nom de chaque efpece eft tiré du
nombre des Angles. Le Triangle a trois cStés :
le Fétragone ou %undrilaterc , en a quatre : Je
Pentagone,, cinq: Exagone, fix : 'Eptagone,
fept : I'Ottogine , huit : ¥ Ennéagone , neuf : le
Décagone , dix: I'Endécagone , onze : le Dodé-
cagone , douze. On ne donne pas de nom par-
ticulier 2 la pldpart des Polygones qui ont plus
de douze cotés.
- Cette: premiere notion des Figures planes
nous préfente deux points de vie diftérens,
+ fous lefquels on peut les confidérer : fcavoir ,
leur Quantité & leur Qualité.

La%nantite’ d’une Figure eft la portion d’é-
tendue renfermée dans fes bornes : fa Qualité
eft la forme de fon Contour ou Périmérre. :
 La Quantité dune Figure plane dépend de
la longueur plus ou moins grande de fgs €otéss
la _%tmlitc’ dépend du nombre des corés & des
Angles. : :
La Quwuntité fait qu'une Figure plane eft plus
ou moins grande: C'eft la Owualité qui confticua
les efpeces.
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Deux Figures égales en Quantité peuvent

 Qifférer felon la %“W > un Cercle, par exem-
TC.

ple, & un Quarré. Et deux Figures de laméme

L ]
Liv. 1I,

Qualité, peuvent différer en Quantiré : par - -

exemple , un'grand & un petit Triangle.

Cette double vie que I'on ne peut embraffer
tout 2 la fois, nous oblige de divifer ce Livre en
plufieurs Se&ions.

i Dans la premiere , nous confidérerons les
Figures planes par leur Qualité, ceft-3-dire , par
rapport 2 leur contour , au nombre dé cdtés qui
les terminent , aux Angles formés par les Lignes
environnantes.

-Dans la feconde Se&ion,, nous confidérerons
les Figures par leur Quantité, c'eft-3-dite, par
rapport 2 ['ctendue qu'elles renferment ; & nous
ticherons d'érablir des régles fures, pour dé-

* couvrir & déterminer cette Qwuantite.

Enfin ,comme les Figures planes peuvent étre

* parfaitement femblables par leur Qualssé, fans

cirg pour celade la méme grandeur , nous con-

- fidérerons ces rapports de fimilitude, tant 3 I'¢-

gard du Périmétre de ces Figures, qua I'dgard
de Pefpace qu’elles contiennent. Ce ferala ma-
tiere d’une troifiéme Seion.
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L. II.

I. Srcr.

Cuar. L
s. L

m

PREMIERE SECTION.

. LES FIGURES PLANES,
Confidérées [elon lear Périmétre.

k-

'CHAPITRE PREMIER.
' LE TRIANGLE.

E toutes les Figures planes, le Triangle eft
1a plus fimple. Il faut au moins trois Lignes
droites pour former une enceinte) mais trois
fuflifent. Une Ligne droite, en uniffane les ex-
trémités des jambes d'un Angle, forme avec cls
Ies deux Angles noyveaux.
Cette Figure fi fimple eft en méme tems i
plus féconde , & celle qu'il importe le plus de
ien connoitreé ; parcequ'elle entre dans 1a com.
pofition de toutes les autres, & quelleeneft -
pour ainfi dire 'Elément. '

‘ §. 1
DU TRIANGLE EN GENERAL.

ON remarque dans un Triangle les Cotés,

les Angles, laBafe, le Sommet & la Hau~

teur. : ‘
La Bafe d'un Triangle, eft le Coté inférieur
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fur lequel on le congoit appuyé, Mais comme , ===

en tournant la Figure, chacun des Cétés peut
devenir ['inférieur, tous font également pro-
res & fervir de Bafe. On prend néanmoins pour
afe le plus grand Cété, lorfqu'on n'a pas de
raifon d'en prendre un autre.
- Le Sommet , eft la Pointe de I'Angle oppofd
a la Bafe.
La Hautenr, eft une Perpendiculaire abbaif-

Liv. 11,

1. Sxcr.

CHar. I,
s. 1.

¢e du Sommet fur la Bale, prolongée s'il en eft

befoin, '

- La premiere infpection du Triangle nous dé-
couvre d’zbord , que le pius grand Coté eft ton-
jowrs oppoft an pins grand An‘gle; le plus petie,
ax plus petit Angle; & les Cotés éganx , aux
Angles éganze.

En effet, les deux Cotés d’'un Angle éant dé-
terminés d'une Longueur quelconque, il eft
évident qu'ils feront plus ou moins écartés, 2
proportion que P'Angle fera plus ou moins
grand. Or plus ils feront écartés, & plus la Li-
gne qui joint leurs extrémités doit avoir de
Longueur. On fera le méme railonnement en:
comparant Fun aprés I'autre ces deux premiers
Céees avec le troifiéme qui les mnit. Donc le
plus grand Coté eft oppofé au plus grand An-
gle, &c. .

La longueur des Lignes qui terminent un
Triangle peut varier 2 l'infini. Maiscomme la
grandeur de PAngle eft indépendante de celle
des Cotés, il eft évident que les Angles dan
€ivangle quelcongmue dfmwnt étre éganx & cenx
dun pins grand ou dun plus petit,

Fig. 3
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8o GeOMETRIE METAPHYSIQUES
~Ces deux premieres vérités fur la hature’du
Triangle en général, ont fait foupgonner "que
Fon pourroit découvrir la valeur, non de cha-
que Angle particulier dont la grandeur peut va-
rier fans fin, mais des trois Angles pris enfem-
ble: & comme I'Angle droit eft le feul dont la
grandeur foit fixe & déterminée,on arecherché
sil y auroit un rapport conftant entre les trois
Angles de quelque Triangle que cefoit, & un
certain nombre d’Angles droits.
Pour trouver ce rapport; rappellons-nous que

* les trois Sommets d'un Triangle n’étant pas ran-

gés en Ligne droite, on y peut toujours faire
paffer une Circonférence de Cercle, 2 I'égard
de laquelle les trois Cotés du Triangle feront
des Cordes. Et comme ces trois Cordes fe joi-
gnent par leurs extrémités, il eft évident que les
trois Arcs qu'elles foutiennent , pris enfemble,

" font toute la Circonférence du Cercle circon-

feri.

Les trois Angles de tout Triangle font par
conféquent des Angles i la Circonférence, dont
chacun a pour mefure la moitié de I'Arc fur le-

uel il s'appuye. Donc les trois Angles pris en-
?emble ont pour mefure la moitié de la Circon-
férence. Or la moitié de la Circonférenceeft Ia
mefure conftante de deux Angles droits. Donc
les trois Angles de tous Triangle fons éganx &

denx Angles droits. i )
- Comme nous venons de nous occuper de Ia
mefure des Angles formés par des Cordes, cette
preuve a di fe préfenter la premiere A notre
elprit. Nous verrons d’ailleurs par la fuite, qu’fitl
e
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efttrés-important de confidérer fouvent le Trian- smmsttdead
le comme infcrit dans le Cercle. Or cette po- Liv. IL
tion du Triangle fait toucher au doigt I'égalit¢ I Szcr.
de fes trois Angles 3 deux Angles droits. Voyons C“S“;' L
néanmoins fi nous ne pourrions pas arriver 2 o
cette importante vérité par une voie encore
plus naturelle. '

En jettant les yeux fur un Triangle quelcons Fig. 2.

que, & prenant pour fa Bafe-celui de fes Cotés '

. que [on voudta, on voit ?ue les deux auttes
qui sappuyent fur certe Bale, parrent néceflai-
rement d’'un méme Point A3 & nous avons va
que les Lignes qui partent dun méme Point,
ont les mémes propriétés que celies qui travers
fent un elfpace parallele. Rien n'eft donc plus
fimple que de confidérer tout Triangle comme
enfermé dans un efpace parallele, au moyen
d'une Ligne DE parallele 2 fa Bafe, que Ton
peut tirer ou fuppoler.’

Les deux cotés du Triangle forment fur cette
Parallele trois Angles de fuite , dont le Sommet
commun eft en A ; & 'on fcait que ces trois An~
gles font égaux A deux droits. Il ne s'agic done
plus que de comparer ces trois Angles avec les
trois du Triangle. o

Or légalit¢ des trois Angles de fuite & des

, trois du Triangle eit manifefte. 1°. L’Angle BAC
ui eft au milieu des Angles de fuite, eft aufli

Yun des Angles du Triangle. 2°. L’Angle EAC.

form¢é fur la Parallele fupérieure par la Ligne

'AC eft égal A fon Alterne ACB Yormé fur la-
Parallele inférieure par la méme Ligne AC.

'3 L'Angle DAB, dernier des Angles de fuite,

F
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g eft auffi Alterne de 'Angle ABC, dernier du
Liv. 1. Triangle. Donc les trois Angles du Triangle
1.38cT. font égaux aux trois Angles dg fuite : dopciils
,C’*s:“’f L font égaux 2 deux droits.

Fig. 3+

Pour nous confirmer de plus en plus dans
cette découverte & nous la rendre plgs fami-
{iere, effayons d'y parvenir par la copftyuction
méme de la Figure.-

Ayant la Ligne horizontale AB, jéleve fus
cette Ligne au Point D, par exemple,upe Ligne
DC ou perpendiculaire ou avec une inclingifon
quelconque. Je prends enfuite fur |3 méme ho+
gizontale AB, un Point pris a l'ayenture, F pas
exemple. Pour achever le Triangle, il ne §'agic
que de tirer une troifiéme Ligne de Fen C &
ce Triangle ainfi tracé fans aucune condjtion,
e reprélente tous les Triangles poffibles.

Mais ay lieu de terminer tau¢ d'un goup le
Triangle, il me vient dans l'elpris d'élever au
Point F fur Thorizontgle une Ligng FE pasaliele
3 la Ligne DC. Au moyen du Parall¢lifine, les
Angles internes formés fur 'horizontale par I3
chute de ces deux Lignes, font égayx 3 deusx
droits, S

Maintenant pour transformer ces deux Par
palleles en Céicds d'un Trigngls donz DR fois la
Bafe, je n'ai qu'd prendge lune das deny Patakr

Aeles,, EF par exemple, & 13 faifant mouveir fus

le Point F camme fur un pivot , I'approcher pat
E de la Ligae CI), jufqu? g que qpel?tfm de
s Points comme E fe copfande avec le Point
C. Voila le Triangle forme. . -
Dans ce mouvement de la Ligue EF, l'Angle
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EFD a fouffert beaucoup de diminution , puif-
quil fe trquve réduit A l'Aag{e CED. Les deus
Angles fur 1a Bafe du Triangle font done moin-
dres que deux’ Angles droits : # s'en faue préciv
fiment I'Angle retranché EFC, -~

Mais fi j'ai perdu ce dernier Angle, J'en ai gc4
quis un autre par I'union de la Ligne EF avec la
Ligne CD, fcavoir, I'Angle DCF troifiéme At
gle du Triangle nouvellement formé. Donc fi ce
troifiéme Angle donne précifément ce que 'on
a perdu par le retranchement de I'Angle EFC N
Jes trois Xngles du TFriangle feront égaux 2 deux
droits. Or ['égalicé de ces deux Angles faute
aux yeux, puifqu’ils font Alternes entre les P3-
ralleles CD, EF. Donc les trots Angles du Triane
e £mt égapx a demx drojes.” :

" La vérité de cette Propofition fondamentale
dans la Géomérrie méritoit d’étre Srablie fur.
plus d’une preuve. S : ‘

1l fuit de-1a 1°. que i Pon connose denx Angles
dans un Triangle, le troifiéme fera connu. Car leg
trois enfemble ont pour mefure' une demi-Cir-
conférence de Cercle, c'eft-2-dire, 180 Degrés.
Par conféquent les deux Angles connus €tang
d’un nombre quelconque de Degrés au-deflous
de 180, ce quiil faudra de Degrés pour coms
pletter 180. feralamefure de 'Angle inconnu.’

2. Quefidesx Anglesdyn ?'ri.anflc font bgapx
& dewx Angles dun autre Triangle , ({oit que
cette égalité foit d’Angle 2 Angfi , foit qu'ella
fe trouve feulement entre la fomme des deux
Angles de part & d'autre) le troifiéme Angle dn
premicr Triangle fera égal an troz;ge'me Angle

ij

Liv. IL,

1. SBCT,

CHAPa k
s.L
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ymmemamas ; (zcond. La raifon eft la méme quecelle du

Liv. IL
1. SBCT.

CHar. I,

$ L

- Bg 4

précédent Corollaire. .

3% Un Triangle ne peut avoir quun Angle
drost. Car s'il en avoit deux, la valeur des trois
Angles excéderoit celle de deux Angles droits.
Par laméme raifon, un Triangle ne peut avoir
qu'un Angle obtus. Mais les trois peuvent étre
aigus.

4°. Si an Triangle aun Angle drost , les deux
autres valent un droit : i ces deux autres font
égaux, ils feront chacun de 45 Degrés; & s'ils
font ingaux, il fuffira d’en connoitre un pour
connoitre 'autre. . .

5% Si Lo prolonge un des Cotés du Triangle,
L Angle extérienr D formé par ce prolongement,
eftégal anx deux insérients oppofés A & B. Car
cet Angle D fait avec fon voifin C deux Angles
de fuite égfgx} deux droits. Or les Angles A
& B joints' & I'Angle C font de méme égaux ¥
deux droits. Donc, &c.

On doit dire la méme chofe des deux autres
'Angles extérieurs E & F formés par le prolon-
gement des deux ‘autres Cotés du Triangle.

6°. Ces tross Angles extérienrs du Triangle
font éganx a quatre droits. Car chacun d’eux
avec I'Angle intérieur qui I'avoifine , égale deux
droits; ce qui répété trois fois , fait la valeur de
fix Angles droits : d’ou retranchant deux pour la
valeur des trois intérieurs, il en refte quatze
pour les trois extérieurs,
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DES DIVERSES..ESPECES - &Il
- DE TRIANGLES. ;
LE‘Tri‘angl‘e eut-€tre confidéré, ou-felondes Sixcfprces
A Cotés, ou ,fglon fes Angles..  de Trian-
Confidéré felon- fes Corés, ou-bien les trois 8-
Cotés font-égaux ;- ou deux feulement; on les
trois font d'inégale longueur. Dans fe-premiez
cas, le Triangle eft équslatéraks dansle fecond,
sfocelle :-dans le troifiéme, fealene. . ‘
Si lon confidere le Triangle felon fes Angles,
comme les trojs pris enfemble font égaux 3deux
droits, il faut qu'il ait un Angle droit & deux
- aigus: ou-bien un Angle obtus & deux aigus:
oubien enfin trois Angles.aigus. Dans le premies
cas, il eft reflangle : dansle {ecand, obsus-angle »
dans le troifiéime, acutangle. - '
H eft .impoffible d'imaginer un Triar;ghe qui
nappartienne pas 2 quelqu’une de ces fix eff
ces. Nous allons en parcourir les proprideés... .
. . I..
LE Trrsangle e'a‘,uilmv'ml-eﬂ-mfceﬂiﬂmem'e"qui&
angle, ceft-a-dire, que fes-trois Angles font = Triangle:
égaux ;- puifque chacun d’eux eft oppofé 2 un équilaté-
Caré égal. Par conféquent rour-Triangle-équians “I_Ei
gle eft anfli équilatéral. g i~
Dailleurs prenant BC pour Bafe, les Cotés
AB, AC Ligneségales partant d'un méme Point,. _
font également inclinées fur la Bafe BC. Donc:
elles forment les mémes Angles en fens diffé~
\ E iij,




E—
IZI.’V; n(
1. SmeT:
Grar. L,

S. ﬂ:

86  Gromyraus Mrraemvsioues

rent. En prenant four~ Bafe le C6té AB ou AC;

on prouvera par la méme voie que lAngle en

A eft égal 2 Angle en B ou 2 I'Angle en C.
Enfin, en fuppofant le Triangle équilacéral

infcrit dans un Cercle ,1aCirconférence fe trou-

vera partagée en trois Arcs égaux par trois Cor-

. des égdles. Dornic cbsclue Angle a pour mefure

- la moitié du tiers ou

a fixiéme partiede la Cir-

- . eonférence, Ce qui montre que I'Angle d'un

2.
Triangle
ifocelle.
Fig. 6.

Triangle équilatéral -ou équiangle eft toujours
de 60 Degrés.

.- On voit pat-Iy que le Triangle équilatéral eft
une Figure parfaitement réguliere. Car ceft
ainfi qu'oft nomme toute Figure dont les Angles
& les Cotés font parfaitement égaux.

P ‘ 2. L.
- 8i -dn Sommet du Triangle équilatéral , on
sbbaiffe sne Perpendiculaire [ur la Bafe, clle
cn%mz ceite Bafe en denx parties égales.
ar les deux Catés AB, AC, étant égaux &

¢galeinent ificlinés fur la Bafe, doivent étre éga-
lement éloignés du Peint D, et tombe la Per-
pendiculaire. B

De plus, certe Perpendiculasre parzage ! An-
&le dw Semmct cn dewx Angles éganx. Car les
deux Cotés AB, AC étant également inclinés fur
laBafe, s'éloignent également de la route per-
pendiculaire. Donc F Angle BAD égale I'Angle
DAC. ;
DAns le Tria.a'%le ifocelle on prend pour Bafe

le Coré inégal , fbit que ce foit le-plus grand ou
le plus petie, - P
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Il eft évident que les dewx Angles fur la Bafe ==biematiy

Jont éganix dans ce Triangle. Car ils font oppo-

s A des Cheés égduyt : & dailleurs les deux Cé-
tés égaux, partant dw’ méme Point A, font
également inclinés fur Ia Bafe , & par conféquent:

y font dés Angles égaux.
Mais la grandeur de ces Angles. n’eft point
¢otiftante, parcequé FAngle du Sommet peut
Eni‘. Tout ¢e que Fon peut dire, c'eft

Eiv.. 1D

F. Skcr.

Curar: E
s..H.

qué ce detnier Angle érant connu, ofi a la va-

leur des deux autres. Car les. trois enfemble-
ayant 180 Degrés pour miefure, on n’a?u'i re-
trancher de cette fomme la valeur de FAngle

du Sormittier, les deux Angles de l2 Bafé: parta-

geront également le réftant des Degrés.

11 eft encore dvidént que la. Perpendivninire:
tirée du Sommet du Triangle ifocelle fur 14 Bafe
tsent le milsen précis entve les dewx obliques , &5

partage en deux parties égales & la Bafe &

£ Angle du Sesmet.
- On veit pat-lx que le Triangle iocelle tient
beaucoup de I'Equilatéral; ou plutée, que ce-

dui-ci éft Fifbcelié pat excellence, puifqu'l eft -

Ifocelle d¢ toutes patts , au lieu que le Triangle:
auquel on donne ce nom, r'eft [focelle que:de
deux cotés..

I.uﬁ ‘Triangle f¢aféne ne-hous offre aucune-pro-

priété- particuliere, & ne peut avoir que les

attributs $énéraux du Triangle , parceque I'iné-

%:lgit‘é'dg es Angles & de fes Cotés n'a rien de-
& di co; Co

-

Fiv

3.
Triangle
Scalénx.
mg, ) 78
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Lyv. IL -

1. Sect. LOrfqu’on confidere le Triangle . reétangle
CH“’I‘ I comme reftangle, on prend toujours pour le

S Sommet la Pointe de FAngle droit, & pour Bafe

-ffi;nglc le Coté oppofé, c’eft-a-dire, le grand Coté. Cetre
Re@angle. Bafe eft connue fous le nom d'Hypothénufe.

I

Le Triangle reéftangle ne peut étve Fquilatéral
Fig. 7. ou Equiangle. Car I'Angle droit, étant fon plus
rand Angle, eft oppafé au plus grand Céte; &
is deux Angles de la Bafe, qui pris enfemble
n'en valent qu'un droit, font néceffairement
plus petits, - - /
Fig. 8. Mais ce Triangle peut étre ifocelle ou fcaléne;
: arceque les Cotés qui forment I'Angle droit, &
res deux Angles de la Bale peuvent étre égaux
ou inégaux, fans que le Triangle en foit moins
reitangle, )
Le Centre du Cercle circonfirit an Triangle
rellangle eft néceffairement le Point-milien de la
Bafé o Hypathéuufe. :

Fig.7.&8.  Cart Angle droit , dont le Sommet eft dans
la Circonférence., s'appuye fur une demi-Cir.
conférence. Par conféquent I'Hypothénufe eft
Diamétre de ce Cercle. Or le Centre du Cercle
eft au milieu du Diamétre. Nous verrons dans
lafuite le merveilleux ufage que Pon fait de cette

_ Figure. ‘ ’ '
T:ianglc
g:tm'm' téral, 2 plus forte raifon le Trian‘gle obtus-an-
Fig. 9. & gle. Mais il peut étre ifocelle & caléne.

10,4

SI le Triangle te&éngle ne peut €tre équila-
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"Le Centre dun Cercle circonftrit an Triangle
obtus-angle eft néceffasrement hors du Triangle
& au-deffons du grand Coté qui Jert de Bafe.

Car I'Angle oﬁ:us dont le Sommet eft dans la
Circonférence , doit Sappuyer fur un Arc plus
grand que la demi-Circonférence. Par confé-
quent fa Bafe eft une Corde tirée au-deflus du
Centre. ' '

LE,Triangle acutangle peut étre équilatéral;
ifocelle ou fcaléne. '
I.

Le Centre du Cercle circonferit a tout Triangle
acsitangle doit étre dans Limérienr duTriangle.

Car chaque Angle étant aigu , sappuye fur
un Arc moindre quune demi-Circonférence,
Par conféquent chacune des trois Cordes, plus
petite qu'un Diamétre, eft au-deflus ou au-def-
fous du Centre. Donc le Centre fe trouvera
dans l'intérieur des trois Corés du Triangle.

2. :

Si du Centre du Cercle circonfcrit an Trian-
gLle acutangle - équilatéral , on abbaiffe des Per-
pendiculaires fur chacun des tross Cotes, ces Pere
pendiculaires [evont cgales. a

Car les Cotés du Triangle équilatéral font des
Cordes égales dans le Cercle circonfcrit , & par
confequent également éloignées du Centre.

* i du Centre du Cercle circonferit an Triangle
acutangle-ifocelle, on abbaiffe des Perpendicu-
laires fur chacun des trods Cotés, celles qui tom-
beront fur les Cités éganx: ferome égales. Car ces

]

Liv. II.

Ir SECT.

Cuar. I,
s. I1.

6.
Ttiangle
Acueangle,

Fig. 11,12,
& 13,

Fig. 11,
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pmeramem deux Cotés font des Cordes égales dans e Cer-

’ %}V..v IIc
I. SEcy.
CHAP, I,

Fig. 13.

clé circonfcrit. - o : .

Mais celle qus tombera fur le Céré i'ne'ﬁ:l , fera
plus longue ou plus courte que chacune des dewx
aurres. Car le Coee inégal eft dans le Cercle cir-

" confcrit une Corde plus proche ow plus éloi-

gnéedu Centre qu'aucun des deux autres Cotésa

Enfin, fi le Trian leimtanglc eft fealene , les
Perpendiculasres abbas(fées du Centre fur chiacut
des Catés , font inégales. B

Car les trois Cotés du Triangle fcaléne fone
des Cordes incgales dans le Cercle circonfcrit ,
& par conféquent inégalement éloignées dy
Centre. :

§. 111

€CONDITIONS NECESSAIRES

_ pour déterminér un Triangle.

UN Triangle ayant trois Cotés & treis An~
X/ gles, il eft néceflaire pour conftituet in-
dividuellement quelque Triangle que ce foir,
que ces fix cho?es‘ foient déterminees. Mais if
n'eft pas befoin de les connoitre routes pour
afligner la grandewr d'un Triangle 5 patceque
quelques-unes étant dopnées, les.autres en font
une conféquence néceflaire. H $agit dexdimines
quelles font ces conditions effentielles.
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- La fixation: des 1voss Angles me détermine pas
la grindewr du Triamgle, . .. . .
_.Gar la grandeur des Angles ¢tant indepens
dante de 12 longuelr de leurs jambes, il eft trés.
poflible que des Triangles de gtandeur diffés
rencé 2 Linfini, ayent ndanmoins:les mémes Ans
gles.iSi, par exemple , dans le Triangle: ABC;
ori the:une Ligne DE paraliele i la Bafe BC, on
abra, outre le grand Ttiangle , un Fuit ‘Triatis
gle ADE. Or ces deux Ttiangles ohtéquians
esentr’exx. . Car ¥Ahgle en A eft commmin 2
Fan &-a Fauere. 2°. Les:Angles de laBafe du petie
font éxtecnes ¥ Pefpace parallele formé par les
Lignes DE, BC; & pat conféquent chacar deux
eftdgal 2 FAngle inverne oppofé, LAngle en
D dFAngle en B, & ¥Angle en E 31 Angle en
€. Donc les trois Angles des dewx .Triangles
font égaux refpetivement. - . . . L.
2,
Au contraires les troisCotés du Triangle ctant
fix¥s  les Anghes be fant anffi. . T
Car le plus grand -Angle bt néceffaitement

Liv. s

I. SmeT.

Cuxr. 1)
S. Ik

Fig. 14.

appofé au-plus grard Céiec : le phus petit, au pMs -

petit Cord; & Jes Angles ¢ganx, aux Cores égauxs
Ces'trois Angles pris enfemble ne peuvent ex+
eéder la valeur de déux droits. Donc 1a grans
deur de chaque Anglé eft déterminée par la
longuear du Céts oppofe. - o

. Soient donc les trois Lignes M, N, O don.-
nces pour faire un. Tt %e (il faur ﬁq’zofer
que deux de ces Ligaes prifes enfemble {oient
plus longues que-la troifiéme ) fi. Fon prend M

Fig. 15,
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our Bafeégale 2 BC, & que du Point C& avec
a Ligne N pour Raion, on trace un Arc de
Cercle au-deffus e BC, I'une des extrémités de
la Ligne N étant fixée en C, l'autre -extrémité
eft indifférente A s'arrérer dans quelque Point
que ce foit de I'Arc tracé. Mais comme cette
derniere extrémité_de la Ligne N doit fe join~
dre 2 l'extrémité de la Ligne O pour. faite le
Sommet du Triangle, il faut voir en quel Point
de I’Arc le bout dela Lighe O rencontrera le
bout de ladLigne N. - . .
Pour:cela du Point B & avec la longueur O
prife.pour Raion, foit tracé un autre Arc:le
Point A ou les deux Arcs fe coupent, eft le feul

.ot les Lignes N & O puiffent fe rencontrer.

Fig. 16,

Donc avec les trois Lignes données on ne peut
faire dautre Triangle que le Triangle ABC:

donc la fixation des trois Catés.du Triangle en

détermine les Angles.

3. .

Deux Cotés, & [ Angle compris entre ces Co~

s¢s, déterminent le Triangle. '
®Car pour achever le Triangle, il ne s'agic
lus que de titer la Ligne BC de I'extrémité d'un
Coré 2 I'exerémité de I'autre. Oriln’y 2 qu'une
manieré de tracer cette Ligne, parcequ’on ne
peut tirer qu'une feule Ligne droite d’'un Point
a un autre Point. Pour que cette Ligne fiit plus
ou moins longue, il faudroit que les Cétés AB,
AC s’apprachaflent ou séloignaflent., & pan
conféquent que I'’Angle compris devint plus.on
mains grand : cg qui feroit contre lhypathéfes
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4 ..

" Deux Angles & un Cité déterminent le Trian-
wle. :
< Soit le Coté BC, & les deux Angles donnés,
matqués fur cette Ligne par deux Ares ‘de Cer-
cl&sigaux tracés des Points B & C pris pour
Centre. 1l faut néceflairement que les-deux au-
tres Cotés, qui pattiront de B & de C pour aller
former le troiﬁgme‘An le, paffent par le dernier
Point deI'Arc en B& de I'Arcen C. Leur route
eft tracée; leur inclinaifon fur BC fixée. 1ls s'éle-
veront donc jufqu’ ce qu'ils fe rencontrent au
Point A3 & la pofition de ce Point A ne peut
varier: plus élevé, les Ctés feroient moins obli-

ques : plus abbaifl¢ , les Cétés feroient plus obli--

ques; & par conféquent les Angles de la Bafe
pourroient étre plus grands ou plus petigs: ce
ce qui feroit contre la fuppofition. .

5.

Deux Cotés , & un Angle non comprss entre
ces Cotés , donnent au Triangle une double déter-
mination.

Soient les Lignes M & N & 'Angle O. Soit
AB ¢égal 3 M. Du Point B pris pour Centre , foit
décrit un Arc mefure d'un Angle égal a I'Angle
O, & touchant d’un c6t¢ la Ligne AB.

La Bafe du Triangle doit pafler par l'autre ex-
xrémité de I'Arc. Mais comme la longueur de
cette Bafe n'eft pas fpécifiée, tirons-la indéfini-
ment.

Enfin du Point A pris pour Centre, & avec

]
Liv. IL
1. SEcT,

.CHAP. L

s. 111,
Fig. 17,

Fig.18.8
19.

Ia Ligne N prife pour Rajon, décrivons un
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guummmmemr orand Arc. Cet Arc, en fuppofant la Ligne N
Liv. W. affez longue pour parvenir, jufqud laBafe, la
1.88cY. coupera en deux Points D & E. Ainfi, avec ley
Cuar. . gonditions données, on auroit deux Triangles
ABD, ABE fort différens Yun de I'autre. Dans
le premier, le coté égal AN forme un’Angle ob-
s fur-une petite Bafe; & dans I'autre un Angle
aigu fur une plus grandeBafe. Donc avecles eon-
ditions données, I'on aura une double détermi-
nation du Triangle. Pour en fixer abfolument
lagrandeur, il faut sjouter que le fecond Angle
de la Bufe foit obtus oy aigu. p , )
. De-toutes ces Pr ions il fuit,
connditre que deuxog’(;imgla ouun plqt:;e gao:!
nombre font parfaitement égaux, il fyfhe de
fcavoir quils ont les mémes conditions déter-
minantes, fans qu'on foif obligé d'examiner fe
rapport des autres Angles & des autres Cbtés.

' CHAPITRE IL
v LES QUADRILATERES.

. APrés le Triangle, le %ladﬁlaterc et [a

Le Quadri- . plus ﬁmple,de tautesles Figures planes. Ses

lacere en  guarre Angles ont-ils, comme les trois du Trian-

génfral  ole unra pott conftant avec un certain nom-

gre d'Angles droits? Ceft la premiere queftion
qui vient 2 Pefprit. - '

Fig.20,  Pour la réfoudre, conftruifons un Quadrila-

tere. Ayant les deux Lignes AB, BC faifant An~

gle, fi jejoignois I'extrémité de cos deux Lignes
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par une droite AC, ce feroit un Triangle. Mais S
ne voulant pas terminer la Figure fi brufque- Liv. IL
ment, du Point A je tire une Ligne AD dans I SEcr.
une autre Dire@ion que AC; & enfuite je joins Cuxr. 1L,
Ies extrémités D & C par une droite DC. Voila
{e Quadril.«ere form! » & lavoye qu'il faue né-
ceflairement prendre pour le conftruire , de
quelque efpéce qu'il ‘puiffe étre.

1l eft évident qu'en tirant la Ligne. AD hors
de la Direcion de AC, je fais '’Angle en A plus
grand qy'il n'auroit ¢té, fi Javois terminé la Fi-
gure par la Ligne AC: ou plutoe j'ajoute un
nouvel Angle en A féparé¢ de fon voifin parla
Ligne AC. De plus, en joignant I'extrémité D
A Pexteémiré C parla I:fi?e DC, je forme ua
nouvel Angle en D. Enfin, Angle en C féra
plus. grand que fi la Figure avoit été terminée
par la Ligne AC3 ou plutdr, je fais un nouvel
Angle en C {éparé de fon voifin par la Ligne AC.
Ainfi, en conftruifant un Quadrilatere , j'ajoute
un fecond Triangle ADC au premier ABC3 &
les fix Angles de ces deux Triangles égaux 2
quatre droits, font évidemment les pémes que
les quatre du Quadrilatere. Donc los guarre
Angles du Quadrilasere fint igane a quasre
dreits. - - S

Pour nous confirmer dans cetee découverte, Fig. 204 |
faifons artention quil n'y a pojat de Quadri-
latere que Yon ne puiffe partager en deux Trian«
gles, par ung Ligne titde dAngle en Angle,
que par cette raifon que I'on nomme Diagonale.
Ees quatre Angles du Quadrilatere font évidem-
aent la mémechofe que les fix Angles des deux
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wmmemme Triangles. Or ceux-ci font égaux 2 quatre
Liv. IL. droits. Donc, &c. '
I.Sscr.  QObfervons ici en paffant, par rapport aux
Cuaz. Il Quadrilateres & aux autres' Polygones plus
compofes, que Fon fuppofe toujours l'intérieur
des Angles en-dedans de la Figure , & la Pointe
Fig. 21. en-dehors. Sl arrivoit que quelquun des An-
gles rentrt en-dedans, on auroit une Figure
trop irréguliere pour mériter le nom de Poly-
gone. On ne pourroit défirer que d'en connoi-
tre la fuperficie. Ceft ce dont nous parlerons
dans la Section fuivante. '

D,i';iﬁon APrés avoir confidéré le Quadrilatere dans fa
' du Quadsi- 8énéralité, il faur le divifer dans fes efpéces.
latere dans  Ou bien les Quadrilateres ont tous leurs Co-
fes cfpéces. tés oppofes paralleles; ou bien ils n’en ont que
deux; ou bien ils n'en ont aucun. -
Fig. 20.  Ceux de la derniere efpéce , comme étant les
plus irréguliers, confervent le ndm général de
,“Quadrilatcre:. On les nomme aufli Trapézois
. des. .
Fig.22.  Ceux qui ont feulement deux Cotés oppofés
paralleles, font appellés Trapezes.
Enfin, I'on nomme. Parallélogrammes , ceux
dont tous les Cotés oppofés font paralleles.
Fig.23,»  Le Parallélogramene elt droit ou incliné. 11
: eft droit, loréue deux Cotés paralleles font
joints par deux Perpendiculaires : on I'appelle
Parallélogramme rettangle , ou fimplement, Rec-.
4 tangle. o : : :
Fig. 24, . UnRecangle dont tous les Cotés font égaux,
st un Quarre, le plus régulier de tousles Qua-
. drilateres,
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drilateres, & le feul qui foit parfaitement régu- mmm—
Ji'er- N . - Liv. II.
Le Parall¢logramme eft oblique ou incliné, I.Skcr
lorfque deux de fes Cétés paralleles font joints C;.‘i‘“" IL.

. : g. 25.
par deux Lignes également inclinées. On le
nomme quelquefois Rbomboide. ‘

Le Parallélogramme incliné, dont tous les Fig. 26,
Cotés font &gaux, eft appellé Rbombe ou Lozan- -
£e. Nous allons voir tour 2 I'heare pourquoi
ceue Figure n'eft pas pacfaitement réguliere.

.o 3.
P Armi les Quadrilateres, ] n’y -2 ‘guéres que Propriétés
le Parallélogramme dont le contour mérite at- des Paral

tention. En'voici les principales propriéeés, :f::sgrm-
. I " R .

Dés qi'an Pavallélogramme & un Angle droit, .
les trois awtres e fomr awfi. = - : -
Car pour former cet-Angle droit, il faur que Fig. 23
la Ligne AD qui joint les deux Paralleles AB,
DC, foit- perpendiculaire. Par conféquent, fi
I'Angle en D eft droit, 'Angle’en A doit I'tre
auffi. Mais comme le Cét¢ BC, qui doit joindre
les deux Paralleles par leurs extrémités B & C,
eft parallele 2 fon Coté oppofé AD, il doit aufli
&ue perpendiculaire, & par confdquent former
des Angles droitsen B& enC, )
) 2. _

Dans tont Parallélogramme les Angles oppo~
fés font éganx. S
- Cela,n'a pas befoin de preuve, fi le Parallé- Fig. 25,
logramme eft reGangle. Sl eft incliné, il a deux .
Angles oppofés obtus, & lés deux autres aigus.
Or les obtus font égaux, ainfi que les aigus. Car
TG s
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Sis— les Cétés AD , BC étant également inclinés dans

Liv. Il Pefpace parallele, deivent Sapprocher égale-

- SEc™ ment de la Parallele dont ils sapprochent , &
Cauaz. I s'éloigner également de celle dont ils s'éloi-

gnent. : X
3.

'Fig. 23, Dans touw Parallélogrammr , denx Angles
14, 25 & woifins, tel.rqu.A ¢ B Bé’C c& D, D&
aé. A, font éganx a dewx droits.

Car ces deux Angles vo;ﬁusfont intérnes dans
un efpace parallele. ‘

4

Dans tous Pnrdlelogmmm fes Comwoﬁ':
© font éganx.
Mémes . Car ces Céuds oppofés font ou demt Perpen-
.Eig diculaires, ou deux également Obhqucs tirées
" dansui efimee ,pai'all
5

CLa Dmg'ofmle ;mn;gt m# sz!le!bgrmm
‘en dewx Thiangles dganx.’ -

MEmes  Car les thois Cords du Trizngle ABC: l'oht
Fig. #gaux anx vrois Corés du Triangle ADC. >
‘Diagonale eft communt dux deux, 2° Le C&é
ABeft égala fon oppofé DC, & AD 2 fon op-
pofé BC. 3°. Les Angles tompﬁs B&Cfont
égaux. Donc, &

6
Lc: deux Dmgmal:: d ur PMH@*M
feﬁahgle ﬂhte ales. ™

Fig.27.28. Cdr'ce font deux Ligires é%aifétnt'ht obliqués,
& tirées avec les memes ¢onditions dans un e

pace paraﬂeie.
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]
- ’ 7‘ . . 2 L!v. II-
. Dans un Paralle’logramm sucliné, les demx 1. Smcr.
Diagonales font incgales. Cuar. II.

Car dans cette Figure les Angles obtus sap- Fig. 2. &
prochent, & les aigus s’éloi&nent » A proportion *#*
que le Parallé¢logramme eft plus ou moins in-

cliné,
8.

. Dans ux Paraliclogramme weSangle los denx
Dsagonales f¢ coupent par le mslies ay Posnt E.

Cela eft évident dans le Quarré, que les Fig. 27,
deux Diagonales partagent en quatre, Triangles
dgaux, en e coupant perpendiculairement. En
eflet, le Triangle ABC ¢rant ilocelle, la Per-
pendiculaire BE coupe la Bafe AC & 'Angle B
en deux également. Donc les deux Triangles
AEB, BEC font égaux. Par la méme raifon le
Triangle BEC eft égal 3 ECD), & ce dernicr an
Triangle DEA. - :

Cela n’eft pas moins évident dans le Parallé- Fig. 28
logramme re@angle allongé. Car quoique les
deux Diagonales ne partagent pasle Rectangle
en quatre Triangles égaux, les Triangles pppa-
&5 par le Sommetr lefont néceflairement. 1° Les
deux Triangles oppofes (ont ifocelles. Car lgs
Cotés EA, EB, qui parterit d’'un méme Point,
font des Lignes zzalement inclinées fur la Bafe
AB, & par conféquent font égales; & de méme
des Lignes EC, ED. 2°. Cesdeux Triangles font
$gaux;; car les Angleségaux oppofés au Sommet
a0 E ont pour Bafes deux Ligaes égales AB, DC.
Donc lewss Cors fons égalemcntc allongés.

3
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— 9.
Liv. 1. Dans un Rarallélogramme veitangle , le Point
V. 88T - Tinterfelion des denx Diagonales E ¢ft égale-
Cunr. 1. 0ot llosgné du Sommet des quarre Angles.
Fig."27. & . " 1. f
s Ceeft une fuite de la Propafition précédente.
I0. '
" Onpent faire paffer la Circonférence d'un Cer-
cle par le Sommet des quarre Angles dun Paval-
lelogramme reftangle. '

Fig. 28.  Car prenant pour Centre l'interfeCtion des
deux Diagonales, & pour Raion une de leurs
moitiés, comme EA, la Circonférence-paffera
par les quatre Sommets. S

Fig. 27. A plu#forte raifon tout Quarré pourra étre
infcrit dans un Cercle. Ses Cotés y {font des Cor-
des égales, dont chacun foutient un quart dela |
<Circonférence. c
* " Dans cesdeux-cas, les Diagonales du Re&an- |
gle, foit quarré, foit allongé., font deux Dia-
métres du Cercle, : ~
, : 1. v .

On ne peut faire paffer un Cercle par le Som-
et des quarre Angles-d'un-Parallélogramme in-
“cliné.

Fg. 29,  Car ke Point qui pourroittfervir de Centre ne
‘pourroit fe trouver que dam l'interfeGtion des
-deux Diagonales. H eft vrai que ces Diagonales
fe coupent par lamoiti¢; que la partie EA eft
égale 2 la partie EC3 & la partie EB 4 la partié
‘ED. Mais l}; partie EA n’eft pas pas égale A la par-
tie-EB: ni la partie EC 2 la partie ED, parceque
1a Diagonale entiere qui joint les ‘Angles obtos
eft plus-courte-que celle qui joint les Angles ai-

N
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gus. Par conféquent, fi du Centre E I'on décri-
_ voit un Cercle avec le Raion EA, la Circon-
férence pafleroit par les Sommets A & C; mais
feroit au-deffous des Sommets B & D. Au con-
traire avec le Raion ED, la Circonférence Eui
pafleroit par les SommetsD. & B, feroit au-deflus.
des Sommets A & C.

12,

Certains Trapezes , & dantres Qundrilateres
encore plus srrégnliers , pewvent étre infcrits dans
un Cercle. _

Si I'on prend dans.un Cercle deux Cordes
inégales paralleles, & qu'on en joigre les extré-
mités par deux Cordes qui ne peuvent- manquer
d’érre obliques en-fens différent, on aura ua
Trapeze infcrit dans un Cercle.. ’ '

De méme, i dans la Circonférence d'ua Cer-
cle on marque quatre Points fort inégalement
éloignés les unsides autres, & qu’on joigne ces

Liv. II: °
I. Secr.
Cuar. IL

Fig.. e,

Fig. 3n

quatre Points. par quatre Lignes droites, on au~

ra un Quadrilatere tour-2-fait irrégulier infcrit.
dans un Cercle.. .

Par conféquent, fi Pon avoit arrangé ces qua-
tre Points hors.de la.Circonférence,. comme ils
le font fur la Circonférence méme , on auroit.
un Point-milieu également éloigné des quatre-
Points. Mais comme lirrégularité des Trapezesy
& fur-tout des Quadrilateres fimplement qua~
drilateres, peut varier. A linfini, pour un, au-

quel on pourroit par hazard circonfcrire un-
Cercle, il y, en auroit.mille qui.ne feroient pas.

fufceptibles de cette opération.
* Tout cecin’eft quune application de ce qui

e .
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g 3 ¢t plus amplement expofé dans le Livre pré-
Liv. II. cédent, Chap. IL §. L fur la nature & la forma

1. Se¢T. tion de la Courbe circulaire.
CHAP. 111

s. Io

CHAPITRE IIL
LES POLYGONES.

§. 1.

LES POLYGONES EN GENERAL. -

Uoique les Triangles & les Quadrilateres
Q foient de vrais Polygdnes, on ne donne
ordinairement ce nom qu'aux Figures de plus
de quatre Cotés.
Nous avons vu que les Angles d'une Figure
3 trois Cotés font égaux 2 deux Angles droits;
que l'augmentation d’'un feul Coté rend les
Quadrilateres égaux A quatre droits. L’addition
d'un Cété augmente-telle conftamment de deux
Angles droits la valeur totale des Angles d’un
Polygéne?
* Pour décider cette queftion , conftruifonsun
gemagc”me > premier des Polygaénes proprement
its.

Fig. 3a.  Ayant les deux Lignes AB, BC faifant un
Angle quelconque : fije joins les exerémités de
ces Lignes par une droite AC, j'ai un Triangle.
Mais en defignant fimplement par des Points
¢ette Ligne que je pouvais tracer, je tire AE
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dans une autre Dire&ion. Si je joignoisl'extré- mmmm——
mité E de certe nouvelle Ligne Al'exerémité C Lav. M.
de la Ligne BC, j'ajouterois un fecond Triangle L Secr-
au premier , & je terminerois le Quadrilatere.. C’*s“’i;m‘*
Je me contente encore de marquer cette EC ™
par des Points, & jen tire une nouvelle ED- -
dans une autre Diretion. Il eft évident qu'en.
terminant la Fi(gure par un cinquiéme Coté¢ DC,
jajoute untroifiémeTriangle awx deux premiers..
Or les neuf Angles de ces trois Triangles font ,.
je ne dis pas ¢gaux amx cinq du Pentagne,
mais précifement la méme cho(} . Donc les cing.
Angles dy Pentagine [ant éganx 4 fix droits.
eft manifefte, que fi javois conftruic un Fig--33-
Exagone, j'aurois ajoue¢ un quatri¢me Trian+
gles & que jajouterois toujours un nopveay
Triangle , en donnant au: Polygone-un nouveau
Coté. Donc l'addition d'un Cité 4 un Polygone
welconque augmente le total: de fes Angles dg
Ig;t valeur de deux droits.
Ainfi.le rapport de la:fomme des Angles des.
Polygones 2 un nombre conftant d’Angles
droits, 3 commencer par le Triangle ,croit fe~
lon la Progreflion arithmétique des nombres.
pairs, 2, 4, 6, 8, 10, &c.
. Pour nous affermir dans cette découverte ,. Fig. 32.
confidérons un: Pentagéne quelconque: tout
conftruit. Dw Sommer d’un Angle- pris 2 volon-
®, rel queC, je tire des Diagom‘l’esth autant:
d'Angles qu'il me fera poffible: je vois que je ne:
_puis en tirer que deux, {cavoir , 2 'Angleen A
& 2 'Angle enE. Or ces deux Diagonales par=
_tagent le Pentagone gn,tmisIriangs »dontles-.
o Giv '
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pmmmmmew peuf Angles font les cinq du Pentagone. Done
Liv. IL. lescing du Pentagone, ainfi que les neuf des trois
I.SECT. Trianglcs, font égaux 2 fix Angles droits.
c"‘;"i . Dans un Exagéne , on peut de 'Angle C tirer
Fig. 3;. Une troifiéme Diagonale au nouvel Angle en
F : & ces trois Diagonales partageant FExagéne
en quatre Triangles , montrent que la fomme de
fes Angles cft égale 2 huit droits. Ainfi le nom-
bre des Triangles dans lefquels un Polygdne
peut éere partagé, augmentant comme les Couéds,
chaque addition d'un Cété ajoutera la valeur de
deux Angles droits.

Il eft aifé maintenant d’établir une régle gé-
nérale, pour découvrir fans peine A quel nom-
bre d'Angles droits les Angles d'un Polygéne
quelconque font égaux. ‘

Fig.32,  Pour cela, confidérons qu'en partageant un
33, Pol);fc"me en Triangles par le moyen des Dia-
gonales tirées du Sommet C d’un de fes Angles,

il faut employer deux Cétés du Polygéne pour

faire le premier Triangle, & deux autres pour

le dernier. Au lieu qu’il ne faut qu'un C6té du
"Polygdne avec les Diagonales, pour faire un

‘des Triangles intermédiaires. Par conféquent

tout Polygone , quelque foit le nombre de fes

-Cbtés, peut étre partagé en autant de Triangles

qu'il a de Cétés, moins deux. Donc Lz fommre

des Angles dun Polygo"m’zudcmqne eft égale 2

deux fois antant d Angles drosts , qw'il a de Co-

tés, moins denx. Ainll, retranchant par Iefprit

~deux Cotés du Polygéne, & doublant le refte,

“ce double donne le nombre d’Angles droits

-que Pon cherche. Ayant, par exemple, un Po-
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lygone de vingt Cotés, Stez-en 2, refte 18 : e ===
double de 18 eft 36. Il eft clair que les vingt Liv. IL
" Angles du Polygdne font égaux 2 36 droits. I. Scr.
- On parvient 3 la méme Conclufion par une C"’s“l’ 1.
autre méthode fort ingénieufe. Au lieu de par- g 5
tager le Polygdne en Triangles par des Diago-
nales, d'un Point Z prisau hazard dans l'intérieur
de la Figure, foient tirées des Lignes droites 2
tous les Angles: le Polygone fera partagé en au-
tant de Triangles qu'il a de Cotés, & le Point
Zl fera le Sommet commun de tous ces Trian-

es.
& 11 eft évident qu'a 'exception des Angles qui
font autour du’ Sommet commun, le refte des
Angles de ces Triangles eft égal aux Angles du
Poig;'géne. Or chacun'de ces Triangles vaut deux
Angles droits. Les Angles du Polygoéne pris
cnlgmblc feroient donc égaux 2 deux fois au-
tant d’Angles droits qu'il a d’Angles ou de Co-
tés, s'il n'en falloit pas oter la vaFeur des Angles
qui font autour du Sommet commun Z; c’eft-2-
dire, la valeur de quatre droits. Donc les An-
gles dun P:}lygé‘m quelcongue [ont éganx a deux
ﬂu& antant Aﬂgle: droits, moins quatre, que le
Polygone a de Cotés. -

Cette Conclufion eft précifément la méme,
en d'autres termes, que celle de la premiere
. méthode. Ayant un Exagone, par exemple :
qu'on en retranche deux Cotés, & qu'on dou-
ble les quatre autres, le nombre 8 exprime le
nombre d’Angles droits aufquels les Angles de
I'Exagone font égaux. Il en fera de méme fiFon
commence par doubler les‘Cotés de Exagone.
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e ] & nombre 12 exprime les Angles droits égaux
Liv. II. 2 la fomme des Angles de 'Exagone, pourva
L SECT.  qu'on en retranche 4. Car 12—4=8.
Cuar i I " De méme ayant un Polygéae de 20 Cétés,,
51 e double de 20 eft 403 & ce nombre 40, en
retranchant 4, fera le nombre d’Angles droits
que I'on cherche. Car 40—4=36.

On voit par-1a, jufqu2 quel point la valeus
des Angles des Polygones peut croitre, relagi-
vement au nombre de leurs Cotés. Le Triangle
vaut deux Angles droits : le Quadrilatere , 4
Ie Pentagdne, 6: 'Exagbne, 8 :le Polygone de
vingt Cotés, 36 : celui de cent Cotés, 196 :ce-
lui de mille Cétés, 1996 = celui de dix mille
Cétés, 19996 , &c. De forte.que plus un Poly-
gone aura de Cotés, & plus le nombre d’Angles.
droits aufquels fes Angles font égaux, appro-
chera du double de fes Cotés ou de fes Angles,
Mais jamais aucun Polygone ne parviendra a ce
double : il sen faudra toujouss quatre Angles
droits.

Il fuit de-13, que tous les fupplemens des An-

- gles dun Palygone quelcongue , pris enfemble , fons
soujours éganx & quatre Angles droits..

‘Car il s'en manque toujours quatre, que les
Angles d'un Polygone ne foient égaux i deux
fois autant d’Angles droits. '

Fig. 35.  Ces fupplémens font exprimés par FAngle
extérieur, que forme le prolongement d'un
Caté du Poly %6ne. Car cet Angle avec fon voi~
fm intérieur font deux Angles de fuite égaux 3
deux droits. Par conféquent, en prolongeant
tous les Cotés d'un Polygdne pour faire dess
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Angles extérieurs, on atous les fupplémens des Shemm——
Angles intérieurs. Donc tews les Angles exte. Liv. I
viewrs dun Polygone quelconque , pris enfemble , CL s“’;'l
font éganx a quatre droits. Ainfi les mille An- “s“’l‘ll ’
gles extérieurs d'un Polygone de mille Cotés, ™ ™
ne valent pas davantage que les trois Angles
extérieurs d'un Triangle. Mais chacun de ces
Angles extérieurs, qui font trés-grands dansle
Triangle, diminue 2 mefure que le Polygone
acquiert de Cdtés, & devient infenfible dans
les Polygdnes dont le nombre de Cotés eft pro-
digieux. L’Angle extérieur d’'un Polygéne ré-

ulier d’'un million de Cotés , n’auroit pour me-
Fure que la millioniéme partie d'une Circonfé-
rence de Cercle.

§. 11.

LES POLYGONES REGULIERS,
¢ lewr double Raion. .

LEs Polygones font reguisers ou irvéguliers. Circonferi-

Un Polygéne elt srrégulier lorfque fes l(’:‘::’;cd':m

Angles & fes Cotés ne font point égaux entr’eux. o olygbiics.

Nous avons vu dans le Chapitre précédent,
qu’'un Quadrilatere irrégulier pouvoit fe trou.
ver par hazard infcrit dans un Cercle. On doit
dire ]a méme chofe des Polygones irréguliers
de plus de quatre Cotés. Car fi 'on marque plus  Fig- 36.
de quatre Points fur une Circonférence A des
diftances inégales, & qu'on joigne ces Points
par des Lignes droites qui feront des Cordes, il
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s e réfultera un Polygéne irrégulier inferit dang

Liv. H.
1. SECT.
CHapr. II.
s II.

Fig. 37.

le Cercle. Mais apres ce qu'on a dit A ce fujet
dans le Chapitre précédent & dans le I. Liv.
Chap. II..§. I, il eft inutile de s'étendce davan-
tage,[;our prouver qu’on ne peut circonfcrire de
Cercle ¥1a plipart des Polygones irréguliers.
Un Polygone eft régukier, lorfque tous fes
Anfles font égaux, aufli-bien que fes Cotés.
- I fuit de cette parfaite uniformité, que zoue
Palygone régulier peut étre infirit dans un Cercle.
- Car I'égalité parfaite de fes Cotés auffi-bien
que de fes Angles, eft tout-2-fait propre 2 re-
préfenter le changement uniforme-de DireGtion
qui fe fait de Point en Point dansla Circonfé-
rence du Cercle fous des Angles égaux. Ayant
donc deux Lignes égales fous un Angle, fi j'a-
joute une troi%‘zme Ligne égale propre 2 for-
mer un Polygone régulier, fous le méme Angle ,.
la Circonférencé qui a déja paflé par les trois
Points A, B, C, paffera nécellairement par le
Point D. Car les trois Points B, C, D étant en-
tr'eux dans la méme fituation que les trois Points.
A, B, C, doivent étre A la méme diftance d'un
Point commun, qui fera le Centre dune Cir-
conférence ol ils feront rous placés. Or le quas

triéme Point d’'une Ligne circulaire étant déter-

miné, tous les autres le font auffi 2 fuivre la
méme route. Par conféquent la Circonférence
qui a paffé par le Sommet de quatre Angles d'un
Polygone régulier , paflera par le Sommert de
tous les autres, quelqu'en foit le nombre.

En effet, il eft affez vifible que tout Polygdne.
régulier n'eft autre chofe quun amas fuivi de
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Cordes égales dont on aretranché les Arcs; & mm—
la grandeur de tes Arcs eft marquée par la difF Liv. II..
tance qu'il y a du Sommet d’un Angle A un au- I SECT.
tre. Il n’y a point de Circonférence de Cercle CH“;“ 1.
que I'on ne puiffe divifer dans un nombre quel- §- &
conque d’Arcs ¢gaux. Or en joignant les extré-
mités de ces Arcs par des Cordes, on a.un
Polygdne régulier. Par conféquent, ayant un
Polygone régulier hors du Cercle , on peut {'in-
{crire dansune Circonférence, parcequ’il y acer«
tainement un Cercle poffible, ou les Cétés de
ce Polygone fercient des Cordes égales.

1l fuit de-12, que le Polygone régulier a un.
Centre auffi-bien que le Cercle, & que zoutes
les Lignes tirces de ce Centre asx Sommets des
Angles, font égales. Car elles font des Raions
du Cercle circonfcrit. On appelle ces Lignes,
Raions cbligues duPolygone, parcequ’elles tcom-
bent obliquement fur {es Cotés. Et I'on appelle
" Rasons droits, les Lignes qui du méme Centre
font tirées perpendiculairement fur les Cotés du
Polygone. La confidération de ces deux fortes - -
de Raions, nous découvre plufieuss propriétés
dans les Polygénes réguliers. Je commence par
le Raion oblique. = - .

1.

. - 2.
... B3 du Point central, [on tire tous des*Raions Raiom
obliques du Polygine , la Figure [era diusfée en obliques
wurant de Triangles égaux qu'elle a de Cités,  des Poly-

Car chacun de ces Triangles a deux Raions gei'i“ ré-
obliques pour fes Cétés ; & tous ces Raions g;i; ";7'
obliques Emt égaux. D'ailleurs toutes les Bafes
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s. II.
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font égales, parcequ’elles font les C6tés mémes
du Polygone régulier. .

2.

Tous ces Triangles font ifocelles , puifqu'ils ok
pour Cotés deux Raions obliques. 4

3 .

Tous les Angles compris entre ces Raions [ont
égaux. Car ils ont tous pour mefure un Arc égal
dans le Cercle , foutenu par une Corde égale;
Cété du Polygdne, & qui fert de Bafe au Trian-

le. ’ ’ »

Cet Angle eft appellé Angle du Centre, par-
ceque fon Sommet eft au Point central du Po-
lygone.

4. < .
" Les deux Angles de la Bafe de chacun de ces
Triangles font égancx. Car telleeft la nature des
Triangles ifocelles.

' PR 5.
*Le Raion oblique partage L Angle du Polygine
réigalier en denx Angles éganc.

Car les Céres AB, BC, par exemple, étant
tous les deux dans la méme ficuation par rap-
port au Centre, le Raion qui part de ce Cen-
tre & qui tombe fur extrémité des deux Corés
?ui {e joignent , a la méme Obliquité fur I'un &

ur l'autre; & par conféquent y forme des An-
gles égaux, dont chacun eft moitié de I'Angle
votal du Polygdne. :

D'ailleurs tous les Triangles qui partagent le
Polygone, étant égaux & ifecelles, onr tous
leurs Angles refpectivement égaux, fgavoir , les
Angles du Sommer d'un coté, & de l'auere les
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Angles de la Bafe. Par tonféquent les Angles O
& O de deux Triangles voifins font égaux : par
conféquent chacun d’eux eft moitié de I'Angle
total ABC.

L’Angle du Polygéne régulier eft mommé
Angle de Ix Circonférence , parcequ’il eft formé
+par deux Cérés du Périmétre ou Circonférence
du Polygone, & que fon Sommet eft dans la
Circonférence du Cercle circonferit, A la diffé-
rence de [ Angle du Cemere, formé par deux
Raions obliques. 6. ‘

Liv. IL.
1. SEcT:
Caar. IIL
s. I1.
‘Fig. 37

L' Angle de la Circonférence dsn Pobygine

Yégulier, & f Angle du Cenmere, pris enfemble,
Jort éganx a deux dross, :

Car I'Angle de 1a Circonférence, érant parta.
gt en deux Angles égaux par le Raion oblique,
eft égal aux deux Angles de Ja Bafe d'un des
Trianglesifocelles formé par deux Raions obli-
ques & un Coré du Polygone. Or ces deux An-

es de la Bafe, joints 2 'Angle du Centre, font
gaux 2 deux droits, puifque ce font les trois
‘Angles d'un Triangle. '

: 7
- L' Angle dn Centre &un Polygone rigulicr eff
¥gal an fupplément de I Angle de la Circonféren-
<e.

: .Car I'un ou l'autre, avec 'Angle de la Cir-
conférence valent deux droits.

NOus verrons de voir que les Triangles for-
‘més dans un Polygéne régulier par fes Raions
obliques,, font tous ifocelles. I s'agit d’exarni-

, .
Proprié€
de I'Exag8-
ncrégulicr.
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pemmmswm ner maintenant s'il ly a quelques Polygdnes o
e

Liv. 1I.
1. SrCT.

CHapr. I1L

s. 1L
Flg. ’80

Fig. 39. .

Fig. 37. .

ces Triangles ifocelles foient équilateraux.

Soit un Triangle équilateral infcrit dans un
Cercle. Si l'on tire les trois Raions obliques de
ce Polygdne, on aura trois Triangles ifocelles

ui partageront le grand Equilateral, mais qui ne

eront point eux-mémes équilateraux. Car I'An-
gle du Centre de chacun de ces Triangles a
‘pour mefure le tiers de la Circonférence du Cer-
cle, ceft-3-dire, un Arc de 120 Degrés. Un tel
Angle eft obtus, & le Triangle.obtus-angle ne
peut étre équilateral.

Suppolons maintenant un Quarré infcrit dans
un Cercle, & partagé en quatre Triangles ifocel+
les par fes Raions obliques. L’Angle du Centre
de chacun de ces Triangles eft droit, parcequ’il
a pour mefure le quart de la Circonfcrence du
Cercle. Or un Triangle rectangle ne peut étre
équilateral. - : -

Le Triangle formé par deux Raions obliques
dans le Pentagone régulier, n'eft pas non plus
équilateral. Car I'Angle du Centre dans ce Trian-
gle a pour mefure la cinquiéme partie de la
Circonférence du Cercle, c'eft-a-dire, un Arc
de 72 Degrés. A la vérité cet Angle eft aigu;
mais ceux de la Bale le font encote davantage.
Car joints 2 TAngle du Centre, ils font égaux
A deux droits, dont la valeur eft de 180 Degrés.
Or de 180 6tant 72 pour 'Angle du Centre, il
ne refte que 108 Degrés pour lavaleur des deux
An‘gles de la Bafe, 54 pour chacun. Donc la
Bale AB eft encore plus grande que le Raion

oblique. S
S Confidérqns
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Confidérons maintenant I'Exagéne régulier, sty
Son Angle du Centre a pour mefure la fixiéme Liv. IL
- partie de la Circonférence du Cercle circon- 1. SECT.
{crit, ceft-2-dire, un Arc de 60 Degrés. Or Stant "s“’l'll.“'
“ces 6o Degrés de 180, valeur des trois Angles gz, .
du Triangle formé par les deux Raions oﬁli-_ .
ques, refte 120 Degrés, ceft-a-dire, 60 pour
chaque Angle de la Bafe. Donc les Triangles qus
partagent [ Exagone régulier font équiangles , &
par conféquent equilateranx.
Donc, Iz Bafe de chacun de ces Triangles,
ceft-a-dire, le Coté de [ Exagone régnlier, eff
égal a fon Raion oblique, on, c¢ qui cft la méme
ciofe » au Raion du Cercle circonforse.
Donc, le Périmétre de [ Exagine eff fix foss
plus grand que le Raion, & tros foss plui grand
gue le Diamétre de ce Cercle, '
Donc enfin, le Raion d'un Cercle poreé fix foss
Joor fa Circonférence, lapartage en fix Arcs éganx,
& trace [ Exagone régulier.
Telle 8t la célébre propriété de ce Polygone:
fropriété qui ne convient qu'a lui feul. Car dans
‘Eptagdne, 'Angle du Centre n'a pas 60 De-
gres, puifqu'il n'a Four mefure que la feptiéme
artie de la Circontérence. Par conléquent dans
e Triangle formé par deux Raions obliques,
Yes Angles de la Bafe ont plus de 120 Degrés »
artager entr’eux également. Donc la Bafe, c’efts
g—dite,.le Cdté de I'Eptagdne, oppofé au plus
petit Angle , amoins de longueur que le Raion
oblique. Donc Tes Triangles ifocelles, qui par-
tagent Eptagdne régulier, ne font pas équila-
teraux. ls ne le feront pas 3 plus forte ral
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st (011 dans les Polygdnesde plus de fept Cdtés.

Liv. IL . )

Cl; sv"c"'{ VEnons 3 préfent au Raion droit du Poly-

";“;‘Ln * gone régulier, Ceft-a-dire, 3 la Ligne , qui tirée

", duCentredu Polygdne ; tombe perpendiculai*

Rajon tement fur le C6t§.

- droit des Il eft d’abord aflez évident que rous les Rasons
Polygbnes  dyoies dun Polygine régulier font éganx. Car iy
'él%““"" mefurent la diiance des Cotés au Centre di
8- 41° Polygdne. Or cette diftance eft ¢gale, puifque
les Cotds du Polygdne régulier font Cdrdes

¢gales dans le Cercle circonfcrit.

Fig. 37, 1 eft encore aflez dvidenit que le Raior drost
38, 39, & coupe le Coré dn Poly gone régulicr en deisx parties
40- ¢gales. Car tes deux Raions obliques qui tom-

Bent fut les deux extrdmités du Coré ; érant des
Obliques égales, font égilement Hoignées de h
Perpendiculaite qui 'q*‘art ‘duniéme Point.

H fuix de-By, que 167 peue infirire Un Ceitle
dans toyt J’o{ygﬁnz régulier. Car prenapt fe'Cen-
tre du Polygotie pour le Centre du | eicle; &
pour Raion, le ﬁa‘ion[d_fdit ‘du Polygdne;, B
Circonférence paffera néceflairement 'f’ar Tex-
trémité 'de tous les Relions droits, & les Cotids
du Polygdne feront des Tangentes A ce Cercle.
* En comparat le Raion droit avec 'ﬁ%’i&ﬁ
‘oblique di Polygdne régllier il eft évider qiie
le ’pteﬁiier'g&‘qu]ours plus petit gue le feconds
puifque Ta Perpenidiculaire eft la Ligne Ia'pliis
‘courte ‘que Ton puifle abailler d'un’ oint don-
né fur une Ligne. \

Mais la_dsfférénce ehire ces denx Raions di-
Tainne & proporestn’que le Potygtne a phis de Céteés.

Tige 41+
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Pour nous en convaincre, fuppofons’ que =
dans une feule Circonférence de Cercle, ou Liv.II.
dans plufieurs Circonférences égales,, on inferi- I- s“"'l-
ve divers Polygdnes réguliers en commengant ‘CKSA?I‘ I
par le plus fimple. Il faur d'abord remarquer, ™™
qu’au moyen de cette conftruction, tous ces Po~
- lygénes auront pour Raions obliques des Lignes

¢gales; puifque tous ces Raions obliques {ont
Raions du méme Cercle ou de Cercles égaux.
Mais on va voir quil n'en eft pasde méme des
Raions droits de ces Polygones.

Ayant donc un Triangle équilateral inferic Fig. 38.
dans le Cercle, & divifé en Triangles ifocelles
par fes Raions obliques, 'Angle du Centre eft
obtus, & la Bafe eft une grande Corde qui fou-
tient le tiers de la Circonférence. Par confd-

uent les Raions obliques , qui du Centre vont
2 rendre aux deux extrémités de la Bafe, font
trés-inclinés fur cette Ligne , & tris-¢loignés du
Point-milieu , od tombera la' Perpendiculaire
abaiflde du Centre. Cette Perpendiculaire , c'eft-
3-dire, le Raion droit, fera donc trés-petite en
camparaifon de la longueur des obliques.

Infcrivons maintenant un Quarré dans un de  Fig. 39.

- mos Cercles, & divifons-le en Triangles par fes
Raions obliques. Ces Raions font égaux a ceux
du Triangle équilateral infcrit dans le méme
Cercle ou dans un Cercle égal. Mais le Raion
droit du Quarr¢ eft plus grand que le Raion
droit du Triangle. Car le Coté de celuii eft
Corde d'untiers de Circonférence : au lieu que
celui du Quarré n'eft Corde que d’un quart.
Donc les Raions obliques font moins inclinés
Hij
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e fr 2 Bafe du Quarré que fur la Bafe du Trian
v M. gle; & par conféquent moins ¢loignés de la Per-
I.SEcT. pendiculaire. Donc -cette Perpendiculaire , ou
c“”hm‘ Raion droit , eft plus longue dans le Quarré
5 que dans le Triangle.
De plus, le Cétc du Quarré ¢tant une plus
petite Corde dans le Cercle circonferit quele
-Coté du Triangle , eft auffi plus éloigné du Cen-
tre. Par conféquent e Raion droit qui -mefure
1a diftance du Centre du Polygéne régulier 2
Tun de fes Ctés, a plus de longueur dans le
. ¥ig. 37> Quarré, quedans le Triangle équilateral. Donc
40- -pat la méme raifon, le Raion droit eft plas
grand dans le Pentagéne , que dans le Quaree:
-plus grand dans 'Exagone, que dans le Penta
-gbne, & ainfi de fuite ; parcequa mefure quele
~ Polygéne acquiert un Coté de plus, ce Coré
.devient une Corde plus petite, & par conf¢quent
plus éloignée du Centre. :
"~ On peut donc-<tablir pour maxime générale,
~que toute proportion gardse , il y a-moins de diffe-
wence entre le Raion dvost & le Raton 0171;':1& dans
wn Polygine régulier qui 4 beanconp de Cotés., qu
Lans un antre qus n & moins.
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. .
¥ ALEUR DES ANGLES &
dans les Polygones régubers.

I L n’eft pas poflible d’évaluer les Angles dans.
les Polygones irréguliers ; parceque lirrégu~
farité de ces Figures, qui n’ariende fixe, pro-
duit une variation infinie dans fes Angles que-
forment les diftérentes inclinaifonsdes-Cotés les
uns {ur Iés autres. 1t n’y adonc que lesPolygo~
nes réguliers, dont les Angles étanttoujours les
mémes dans chaque efpece, foient fufcepribles.
d’évaluation.

L’Angle du Triangle équilareral eft fuffifam~
ment connu. Infcric dans un Cercle, il sap-

ye fur lé tiers de la Circonférence: Par com
¢quent:il'a pour mefure [& fixi¢me de Ia Cir-
conférence , c’eft-3-dire , un Arc de 60 Degrés.
I’Angle do. Triangle équilateral eft donc tou=
jours aigu.. . _

On fcaic de refte que 'Angle di Quarré eft:
roujours droit. I ne-peut doncy avoir de diffi~-
culté que-pat rapport aux Polygones réguliers.
de plus de quatre Cotés:

'Onvoit d'abord que lewrs Angles ne-peuvent:
étre-md aigus ni droirs, & qu'ils font néceffaire-
ment-obtus. Car ayant tows leur Sommet dans. .
IaCirconfgrence dw Cercle circonferit, jls-font  py. 5
Angles du-petit Segment, & s'appuyent {ur un 49.
Arc- plus - grand qu'une- demi-Cisconférence..

H. iij
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Donc, plus le Polygéne aura de Cotés, & plus.
fes Angles feront obtus. Mais quelle fera lava-
leur de cet Angle obtus dans chaque efpéce de
Polygdne? Pour parvenir 2 la connoitre, voici
trois méthodes ! alement fires. Je fuppofe
toujours le Polygane inferit dans un Cercle.

- I‘
La Circonférence du Cercle fe trouve divi-

fée en autant d’Arcs égaux que le Polygéne a
de Cotés. Mais il faut obferver qu'il y a tou-

,_jours deux de ces Arcs fur lefquels I'Angle du
golyg&ne ne sappuye pas: par exemple, I'’An-

gle ABC ne s'appuye pas fur les Arcs AB, BC.
11 faur donc retrancher ces deux Arcs, & pren-
dre pour mefure de I'’Angle la moitié du refte
des Arcs.

. Sil S'agit, par exemple , de connoitre la va-
leur de I'Angle dun O&ogéne régulier, on
voit que cet Angle qui a fon Sommet dans la
Circonférence, ne s'appuye que fur fix des huit
Arcs égaux , Ceft-3-dire, fur les trois quares de
la Circonférence; & par conféquent, qu'il a

pour mefure un quart & demi de la Circonfé-

rence, ceft-a-dire, un Arcde go+45 Degrés=
135,
2.

Nous fcavons que les Angles de tout Poly-
gone, pris enfemble, font dgaux A deux fois
autant d’Angles droits moins quatre, que le
Polygdne a de Cétés. Il ne s'agit donc que de
réduire en Degrés les Angles droits aufquelsla
totalité des AnglesduPolygéne font égaux, &
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divifer enfuite cette fomme par le nombre des. S———
Angles ou des Cotés du Polygéne. Le quotient Liv. II.
fera la valeur de chacun de ces Angles. I SecT.

Nous trouverons par ce moyen la valear de c““l’_irm‘
I'Angle d'un O&ogéne régulier. Car les 8 An- $- e
gles de cette Figure font égaux 2 12 droits. 12
Angles droits valent 1080 Degrés. Or 1080 dir
vif¢ par 8, donne 135.

3.

- Nous fcavons encore que dans un Polygdne
régulier ,’Angle du Centre joint 2 Angle dela.
Circonférence,. font égaux 2 deux droits. Ainfi
rrouvant le premier, on a la valeur du fecond.
Or il eft ailé de connoitre Angle du Centre,.
dont la mefure eft un de ces Ares éganx qui ré-
pondent A chaque Coté du Polygéne.

Par cette voie Fon découvrira pour lz troi-
fiéme fois la valeur de I'’Angle de notre O&o-
gone. Car FAngle du Centre dans.cette Figure
a pour -mefure le huitiéme de la Citconférence,
ou le quart de 180 Degrés , c’eft-a-dize ,45. Or
45 éeant 6téde 180, refte 135.

Cette troifiéme méthode eft la plus fimple ,.
la plus naturelle & la plus.facile. Mais on peut .
pour’ s'exercer . chercher par les trois que jai
propofées, la valeur de I’Angle de tel Polygo~
ne régulier que I'on imaginera.

Erant en état par ce moyen de connoitre [a
waleur des Angles de-tout Polygone régulier , il
eft aif¢ d'afligner ceux dont les Angles peuvent.
tellement s'ajufter enfemble fans vuide, que-
leurs Sommets fe réuniffent en un feul Point.

"Hiv
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Ceeft un petit Probléme qui concerne le Carres
lage.

gll faut obferver que tous ces Angles pris en-
femble doivent étre égaux 2 quatre droits; car
telle eft la nature des Angles qui font rangés au~
tour d'un Point central,

Cela pofé, on voit que les Triangles équila-
teraux peuvent s'arranger aifément de cette fa-
¢on, Car chacun de leurs Angles vaut 60 De-
grés. Or fix fois 60 font 360 Degrés, Donc fix
Angles de Triangles dquilateraux peuvent fe
réunir en un Sommet commun. ‘

On parviendra au méme but en prenant 4
Quarres, puifque tous les Angles de'cette Fis
gure font droits, -

L’Angle du Pentagone eft de 108 Degres.
Trois de ces Angles ne montent qu'd 324. Il y
auroit donc un vuide, qui ne pourroit étre
rempli que par un Angle de 36 Degrés. Mais 4.
‘Angles du Pentagéne feroient 432 Degrés, qui
furpaflent de 72 la fomme preferite de 3604
‘gette Figure nfeft donc pas propre a notre defe

ein. ' '

L’Angle de 'Exagoneeft de 120 Degrés. Trois
fois 120 font 360 valeur de 4 Angles droits. -
Done trois Angles de FExagone régulier peu-
vent fe réunir en un feul Sommet. '

“L'Angle de 'Eptagone eft d'un peu plus de
‘148 Degrds. Or trois fois 128 font plus de 360,
Done trois des Angles de eette Figure ne peu~
vent fe réunir en un Sommet commun. A plus
forte raifon les Polygénes de plus de fept Cdtée
ac le pourcont pas.
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" ~'Ainfi, de tous les Polygones réguliers, il n’y m——
- aquele Triangle équilatéral, le Quarré & IExa- Liv. IL
gone qui puiflent remplir les conditions pro—.C'- SBC‘R‘
pofées. ' HAR, V.

CHAPITRE IV.
. LE CERCLE.

D E toutes les Figures planes, il ne nous refte
. plus que le Cercle 2 confidérer. Nous nous
fommes déja beaucoup occupés dans le premier
Livre, de fa Circonférence, fous le nom de
Courbe circulaire, par rapport aux Lignes droi-
tes qui la coupent ou la touchent en-dedans &
en-dehors. Nous I'avons enfuite envifagée dans
ce Livre-ci comme pouvant étre infcrite ou cir-
confcrite aux Polygones reétilignes. 1l eft tems
de 'examiner comme la borne d'une Figure
‘plane , & comme en formant la Qualité diftinc-
tive,

1.

LEs Géométres saccordent tous A mettre le LeCercle,
Cercle dans la Clafle des Polygdnes réguliers; vrai Poly-
& ce que nous avons dit dans le premier Livre , %6“ regue
‘le prouve invinciblement. Nous avons établi "

que la Ligne courbe eft compofée d'une infinité

de Directions, qui changent continuellement

‘fousune raifon quelconque, Deux Points lacom-

‘mencent : un troifiéme Point forme une nou-

velle Dire&ion : le quatriéme encore une autre;

ainfi de fuite 3 l'infini, Donc toutc Conrbe cft un
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ywmevmm Polygine , ou fait partie dun Polygine rigulier

Lav. IL
1. SeeT.

CHAP. IV

ou srrégulicr, dont les Cotés formés .par denx
Points, font infiniment petits ; & dont les Angles

* font éganx a dewx droits, moins la valewr d'un
Supplement infiniment petit , formé par une Direc~
tion & le prolongement dune autre.

Mais la Courﬁe circulaire eft lafeule ou les
changemens de Diredion fe fuivens toujours
fous i méme raifon , & forment lesmémes An-

gles. Aufli nous P'avons vie tourner uniformé-
ment, & toujours ¥ la méme diftance, autour
d’un Point intérieur quion appelle Centre . juf-
qu’a ce que fon dernier Point aille fe joindre 2
celui par lequel elle a commencé fa coumtfe.
Donc le Cercle doit étre regarde comme un Po-
bygone régulier d'une infinsté de Cotés.

_ Les Géométres parviennent & la méme con-
conclufion par une méthode trés-ingénieufe,
Jls comparent la Circonférence du Cercle au
Périmétre des Polygones infcrits, & enfuite 3
selui des Polygénes circonferits; & de cette
double comparaifon réfulte la méme vérité que
la nature de la Courbe circulaire nous avoit
déja découverte. Nous allons les fuivre dans
cette difcuflion.

. I.

Il eft d'abord indubitable que /s Circonfé-
rence du Cercle eff plus grande que le Pévimetre
de quelque Polygone infcrit que ce fpit. Car cha-
que.Coré duPolygodne eft, dans le Cercle , Cor-
de dun Arc correfpondant : autant de Cordes
£gales, autant d’Arcs égaux. Or la Corde érant
ane Ligne dreite, eft plus couste que I'Arc,
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Jequel, en qualité de Courbe , n’aboutit que par S——

un Circuit aux deux extrémitésde la droite. Par
conféquent, la Circonférence du Cercle furpafle
en grandeur le Périmétre de tout Polygone
infcrit. ' .

Mais il ne faut pas croire qu'elle les furpaffe
tous également. Car il eft affez manifefte que
plus le Polygone infcrit aura de Cotés, & plus
fon Périmétre approchera de la grandeur de la
Circenférence citconfcrite. En effet, ayant in-
ferit dans un méme Cercle un Triangle équila-
teral & un Exagone, il eft évident quele con-

" tour de ce dernier eft plus grand & plus appro-
‘thant de la Circonférence que celui du Triangle.
Car 2 chaque Cété du Triangle répondent deux
Cotés de 'Exagéne, lefquels pris enfemble , font
plus grands qu'une feule Ligne droite quileur fert
de Bafe. Par laméme raifon, un Dodécagdne in-
fcrit dans le méme Cercle auroit un Périmétre
encore plus grand que celui de 'Exagone:

Pour le prouver d’'une manicre encore plus
générale, irfaut obferver que quoiqu'une’Corde
plus longue foutienne plus de Degrés, il ne faut
Pas néanmoins juger abfolument de la grandeur
d'une Corde par le nombre de Dégres qu'elle
foutient dans la Circonférence du Cercle. Le
.Diamétre en foutient 180. Mais fi de fes extré-
mités A & B, I'on tire deux Cordes égales AD,
BD dans la demi-Circonférence , ces deux Cor=
des, qui prifes enfemble, font plus grandes que
le Diamétre, ne foutiennent néanmoins que 180
Dégrés , & chacure n'en foutient que 90, quoi=
-que plus grande que la moiti¢ du Diamétre.

Liv. II.
1. SBcT.

Cauar. IV,

Fig. 42.

Fig. 43.
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g e méme , fi des deux extrémités de [a Corde
Liv. H. AD, l'ontire deux Cordes AE, DE, ces deux
1. SeC1. - Cordes plus grandes, prifes enfemble, que AD,
CrAR. IV- ne Gutiennent comme AD que 9o Degrés de
la Circonférence. Donc plus i?y aura de Cordes
contigues dans un Cercle pour en foutenir les
360 Degrés, & plusla fomme torale de ces Cor-
des aura de grandeur. |
Or plus le Polygone infcric a de Coids , &
plus il y a de Cordes dans le Cercle pour en
foutenir les 360 Degrés. Par conféquent , le Pé-
riméere d’un Polygone infcrit eft d’autant plus
grand que le Polygone a de Coués.
Fig. 37, Ainfi,le Périmétre d'un Quarré eft plus grand
39,42 que celui d’un TFriangle infcrit dans le méme
Cercle, parcequ’il donne au Cercle quatre Cor-
des pour en foutenir les 360 Degrés, au lieu que
le Triangle n’en donne que trois. Par la méme
raifon le Périmétre du Pentagéne eft plus grand
que celui du Quarré; celui de IExagbne , plus
grand que celui du Pentagéne; & ainfi A Linfini.
Donc’la difiérence entre la Circonférence du
Cercle & le Périmétre du Polygéne inferic di-
minue 3 mefure que le nombre des Cotés de
celui-ci augmente. Par conféquent, fi eette au-
gmentation alloit jufqu’a l'infini, # n’y auroic
plus. de différence entre PArc & la Cordes; & le
Périmétre du Polygone feroit identifié avec la
Circonférence du Cercle. Donc le Cercle n’eft
avtre chofe qu'un Polygine réignlier duneinfinité
de Cotés. ) .
. 2. v o
. Confidérons maintenant les Polygdnes eip=
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eonlcrits au Cercle. 1l eft manifefte que leur Smm——
DPériméere eft plus grand que la Circonférence .Lrv. IL
circulaire. Jettons les yeux fur le Cercle inferit I- SBCT.
dans le Trian?le équilatéral avec lequel il n’ade cl’;”‘ Iv.
commun que les trois Points X, Y, Z. Pour al- 8 44
ler de X en Y, le plus court chemin feroit la
.Ligne dreité: on prendroit un Circuit en par-
_courant le tiers de la Circonférence , ceft-d-di-
re, Arc XY. Mais il eft évident que le détour
feroit encore bien plus confidérable G I'on fui-
voit les deux Lignes droites XA, AY qui enve-
loppent I'Atc XY, & qui font Angle au Point A.
On fera le méme raifonnement fur le Quarré Fig. 45:
& fus tout autre Polygone circonfcrit au Cercle.

Ainfi I'on doit établir, que de méme que la Cir~
conférence du Cercle furpafle en grandeur le
Périmétre de tout Polygone infcrit, de méme

-aufi elle eft furpallée par le Périmétre de tout
Polygéne circonferit. - "

Nous avons vu que de tous les Polygdnes in-

ferits, le Triangle zquilatéral eft celui dont le
Périméere eft plus au-deffous de la Circonféren-

_ce du Cercle. La méme analogie nous découvre

.que de tous les Polygones circon{crits au Cer-

.cle, le Triangle équilatéral ett celui dont le Pé-

.rimétre furpafle davantage la grandeur de la
.Circonférence infcrite. En effet, les Cotés du
“Triangle circoncrit ne touchant le Cercle que

.dans trois Points, s'en éloignent beaucoup par

Jeurs extrémités, pour aller former un Angle

aigu de 60 Degrés. Au contraire, le Quarré
«circonfcrit au meme Cercle , & le touchant dans

quatre Points, ne s'en ¢loignera pas tant pour



—

Liv. IL.,
1. SBCT.
-CHaAP. IV.

Fig. 45. .
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aller former un Angle qui n’eft que de 9o De-
grés. Le Pentagéne qui a cing Points de€om-
mun avec le Cercle, s'en éloigne encore moins
pour former des Angles obtus, plus approchans
de la Courbure circulaire, que les aigus & les
droits. Les Polygénes qui ont plus de Cétds &
dont les Angles font plus obtus, fe rapproche.
Tonk dela Circonférence encore plus que le Pen-
xapbae. Donc plus un Polygine oirconferét a de
bs, & moins off grande la diffévence de fon
Périmétre avec la Circonférence du Cercle, =
Pour nous en cenvaincre encore davantage,
{upppofons qu'ayant un Quarré circonferic au
» on circonforive un O&togéne au méme
Cercle. Une partie des Gtés du Quarré fera
‘commune aux deux Figures; & pour former FQe-
togéne, il ne s'agira que de titer une nouvelle
Tagenve AB, quiretranche du Quarré le ‘petit
Triangle ifocelle ADB, & de = péter quatre
fois la méme opération. Or la Ligne AB elt plus
petite que les doux Lignes AD, 8D retranchées
du Périmétee duQuarré. Donc le Périméere de
Y@Rogéne circonferiteft plus petit que e Péri-
métre.du Quarrd. Le Périmétre d'un Polygéne
régulier de 16 Cérés feroit encore plus petic
que celui-de 'O&ogbne. Donc piuale Polygine
circonfirit anra de Cisés, & plus fon Périmetre
Jé rapprochera de Is Circonférence du Cercle,
Donc fi cette augmentation de Cérés éroit pouf-
fée jufqua Pinfini , il o'y auroit plus de différen-
<e entre le Périmétre du'Polygéne & la Circon-
férence du ‘Cercle. Donc enﬁgn > le Cercle n'eft
gwun Polygine dnne infiniré de Girds,
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Eh féuniffant enfemble ces deux comparai«
fons, il elt &vident que ce qui rend la Circonfé-
rence du Cercle fi grande par rapporc au Trian-
gle infcrit, & fi petite A I'égard du Ttiangle
circonfcrit , c'eft que ce Polygone n'a de com-
mun avecla Circonférence que trois Points uni
ques, & que fes Corés font des Tangentes ou
des Cotdes trop longues. Or ces Tangentes &
ces Cordes diminuent de longueur, & ont plus

Se——
‘Liv. II.
1. sEcr.

Cuar. IV.

de Poifts communs avec la Citconférence, 3 -

mefure que les Cotés du Polygéne fe mulri-
plient. Donc cette multiplication diminue Ia
différence des deux Figures. Pour les rendre
parfaitement égales, il faudroit faire enforte
que le Polygone touchit la Circonférence dans
tous fes Points. Or cela ne pourroit arriver que
dans Ia fuppofition, que les Cotés du Polygont
circonfcrir fuflent des Tanfentes infiniment pe-
tites, & que ceux du Polygone infcrit fuffent
auffi des ‘Cordes infihitiient petites. ‘Car alors
tant les Tangentes que les Cordes fe confon-
droient avec les DireGions ‘inffinimerit ‘petites
dont la Ligne circulaire ¢ft .compofte. Dont
encore une fois, e Cercle ¢ft wn Polygone régu-
Tier d'une infinité-de Cotés. ,
Cette vérité ‘¢tant auffi-bien éeablie,'on ne
doit pas douter quie ce qui‘convierit'eh général
 Polygdne régulier, ne cohvienneégalement
au‘Cercle. - _
1l fuite donc 1°. queleCercle peut Bere-divifé
pir fés Reions ‘en autint de Triarigles ifocelles
& dgaux quil a de'Cérés. Ces Couds infinimerit
petits’y fonc les Bafes ‘des ‘Ttinngles -qui yort
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s ¢ oujours en diminuant jufqu’au Sommet com.
. Liv. 1. mun, Centre du Cercle. Que I'on juge par-ii

1. SEcT.  de la petitefle de 'Angle du Centre formé par
Cuar. IV. Jos deux Raions. Néanmoins cet Angle eft fi
: réel, que la Totalité de ces Angles du Centre,
,mefmie parla Circonférence entiere , vaut qua-
tre droits. Chacun de ces Angles infiniment pe-
tits, joint 2 Angle de la Circonférence, fait
la valeur de deux droits. Cet Angle eft encore
égal au fupplément de. I'Angle de la Circonfé
xence formé par le prolongement d’une. Direc-
tion. Enfin, I'on doit dire que cette infinité de
prolongemens des. Directions, pris enfemble,

font égaux 2 quatre Angles droits. o

Il fuit 2° qu'il faut diftinguer dans le Cercle,

ainfi que dans les autres Polygones réguliers,un *
e doubclle Raion, I'un oblique & l'autre droit.

. Lextrémité de deux ?(a’ions contigus , font
deux Points formant une Direction ou Ligne
infiniment petite. Cette Ligne eft la Bafe du
Triangle ifgcelle dont les deux Raions font les
deux Cétés. Donc ces Raions font deux Obli-
ques égales fur la petite Direction. Mais s'ils font
‘obliques, ils s'écartent également de la Perpen-
diculaire ou Raion droit qui doit tomber fﬁr le
.milieu de la petite Bafe,, & qui certainement eft
plus court que le Raion oblique. L

Clett ici qu'il faut tenir, s'il eft permis de
Sexprimer de la forte, fon imagination 3 deux
mains, Four la fixer fur des objets fi difficiles
faifir. II faut concevoir une Bafe de deux Points
contigus pour foutenir un Triangle d'une hay-
teur aflignable , & pouvant eroitre & décroitre

R
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a llinfini. Les deux Cétés de ce Triangle font sy
deux Raions obliques dont les extrémités dans * Liv. II.
leur rplus grand écartement font deux Points I SECT.
qui fe touchent. Ces deux Raions, en remon-~ CHAP 1V
tant vers le Centre, ne font pas paralleles : ils
empiétent donc fur leur largeur infiniment pe-
tite, pour que leur Sommet ne foit qu'un lgul
Point. Ainfi, la Perpendiculaire qu’i?faut fup-
pofer entre ces deux Raions, prend également
fur Ia capacité de I'un & de l'autre, & le Point
qui la termine fur une Bafe de deux Points, eft

. compofé de la moiti¢ du Point 2 droit, & de la
moitié du Point 2 gauche.

Cependant il y a quelque différence de Lon-

eur entre une telle Perpendiculaire & detel-

ﬁ:s Obliques. Mais quelle différence? Nous avons
prouvé que celle qui fe trouve entre le Raion
oblique & le Raion droit, fort fenfible dans les
Polygénes réguliers d’un petit nombre de Cé-
tés,diminue par 'augmentation des Cétés. Donc
dans un Polygone d’'une infinité de Cotés, tel
que le Cercle, elle doit étre infiniment petite.
Mais ce n'eft pas aflez dire; car le Raion droit *
& le Raion oblique , tels que nous les avons dé-
couverts dans le Cercle, ne peuvent différer de

" la Longueur d'un Point entier, tout infiniment
petit qu'il foit. La différence entre ges deux

" Raions ne peut donc étre que d’un infiniment
petit du fecond Ordre.

Les Géamérres n’ont donc pas tort, lor{qu'ils
avancent que, dans le Cercle, toute différence
entre le Raion droit & le Raion oblique difpa-
roir, & que ces deux Raions fe confondent en

I
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pemmemem un feul. Car la Géométrie ne soccupant que des
Lav. I Figures dont les Elémens font des infiniment
I. SECT.  petits du premier Ordre, doit regarder comme
Crar. V. nulle la difidrence qui réfulteroit de addition
ou de la fouftradtion d'un infiniment petit du
fecond Oxdre. Je m’arréue ici, pour revenir dans
un moment plus 2u leng fur cette importanve
matiere.

Redifica- Pbur connoitre encore plus patfaitement la
tion de 12 Circonférence du Cercle, i s'agiroit de trouver
Circonfé- une Ligne droite X laquelle elle feroit égales
rence du - Cleft ce qu'on appelle fa Recksficatiom -
Cerck. H eft facite ge donner celle d'un Polygéne

tégulter quelconque. Car ayant une Ligne -droi-
tigtirée igzcéﬁmr;tqent, on y peut appligq_ue: un
des Cotés du Polygone, & le répérer aurant de
fois que la Figure a de Cotés. Mais le Cercle en
a une infinité; & chacun dewx eft infiniment
Lerit. Comment trouver fur une Ligne droite

valeur de tous ces petits Coeés reunis enfem-
ble? Aprés les efforts que les plus habiles Géo-
métres ont fait inutilement pour pénétrer dans
<e myftere, il feroit témdéraire de vouloir le fon-
der. Ea méditation la plus profonde ne peut
rien nous: apprendre fur ce fujet; & routes les
Lignes fubfidiaires que la Régle & le Compas
pourroient nous fournir , ne nous conduiroient
3 gucune découverte. :

Ce n'eft pas ndanmoins la raifon générate de
‘Courbure qui oppofe 2 la transformation de fa
Courbe circulaire en Ligne droite. L2 Géomé-
trie tranfcendante reétifie des Courbes bien
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moins régulieres. Mais jufqu’a préfent tous les
calculs n'ont pd ki affujettir la Circonférence
du Cercle. Nous n’entreprendrons pas de fuivre
les opérations que I'on atentées , & d'expliquer
ce qu'elles ont de défeGueux. Il eft trifte qu'une
Courbe, fans lagprelie an ne conmoitroit les au~
tres Figures que fort imparfaitement , foit elle«
méme aufli pen connue:

Je parfe dlune connoiffance exatte & fondés
idifs; des idées claires;ﬁca: d’aiiteurs«lm a trouvé
a smations f juttes pour la Pratique,
que mke&ihxion l,: mieux 4 démontrée ne

donneroit pas des moyens plus fiivs dlopérer.
On feait que le Cété de [Exagone régulier
oft égal:aw Raton du Cercle circonfcrit; & quien
reant fix fois le Raton foe kax Cicconféyence 5
‘Exagéne fe trouve infcrit. Si le Raion deveris
Corde éroit égal A Arc de 6o Degrés qu'il fod-
tient, la Circorfférence entiere feroit égale 2 (ix
de fes Raions, ou bien 2 trois de fes Diamétres.
Le Diamétre du Cercle feroit donc 2 la Circon-
férence comme r eft ¥ 3. Fais ['Arc étant plus
grand que la Corde, ii}‘eﬂ" chir que la Circon-
férence a plus de Longneur que trois de fes
Diamétres mi$ em woe feule Ligne droite. De
combien les furpaffe- t'elle 2 c’eft ce qu'on ne
peut fixer au jufte. Mais on a trouvé que le Dia-
métre eft i la Circonférence 2 peu prés comme
7 eftd 22. De forte quayant un Cercle dont on
connoit le Raion, & par conféquent le Diamé-
tre, on déterminera,a peu de chofe prés, 2 quelle
Ligne droite la Circonférence eft égale. Suppo-

1jj
‘

Liv. H.
1. SBcT.
Cran. 1V,
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smmstmmrs {05, pat exemple , que le Diamétre foit de dix

Liv. 1L
I. SECT.
. GHAR IV,

Pieds, on fera cette Reégle de trois:
92210 100 X~

En multipliant les deux termes moyens 22 &
ro l'un par lautre, & divifant le produit par
PExtréme connu 7, on aura au Quotient 31
Pieds 3. Ce"fera la Longueur de la Ligne droi-
te égale 2 la Circonférence.

~ On a trouvé des approximations encore plus
exaes, que le rapport de 7 2 22. Par exemple,,
celle de 113 2 354 auffi facile a retenir,, & fans
comparaifon plus jufte. Mais la Pratique de la
Géomérrie n’étant point I'objet de cet Quvrages
pous pous difpenfons dentrer .dans wun plus
grand dérail.
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" LIVRE SECOND.
SECONDE: SECTION.

Les. Figures planes confidérées felon leur
o Quantité.

- Ufquici’ nous n’avons confidéré les Figures
J-que fous une de leurs Dimenfions. Les Lignes

qui les bornent,.ne nous ont.donné que des

idées de Longueur.. Nous allons maintenant y

joindre les idées-de Eacgeur , & confidérer I'ef-

pace que les.Surfaces: ou:Figures planes renfer~-
ment-daas leur enceinte:.

Cet efpace eft le réfultat des déux-premieress
Dimenfions de I’Erendue, ou, pour parler plus-
exa&tement, de:Ja multiplicité de Lignescollaté--
rales, qui par leur jonction forment une fuperfi-
cie bornée: Carscomme nous Lavors déja dit ,les-

.
Liv. IE

. IL SEcz..

Dimenfions font des, attributs mésaphyfiques,..

qui-fuppofent 'Etendue toute formée , mais qui-

ne peuvent contribuer ¥ fa production. Ceft le-
privilége des Elémens. Nous avons congu les.
Solides comme un amas de Tranches:les Fran--

‘clies ,. comme un amas de Lignes; les Lignes,.

comme un amas de-Points. Mais nous n’avons:

pas encore approfondilanature de ces Elémens.

roducteurs.. Nous avons eraint de décourager

ch Commengans, en leur préfentant des quel=

tions trop fubtiles. Nous nous fommes méme:
E iij;



18 GeOMETRIE METAPHYSIQUE.
mmwmwer refufés 3 des éclairciffemens que la formation

Lav. II. des Lignes par les Points, & 1a

1. 58cx. du Périmétre des Figures plane. .coovaver we .
mander. Maintenant qu'il s'agit de compoller &
de mefurer une Erendue réelle, quoique nop
complette , nous avons befoin d’envifager de
plus prés la nature des Elémens générageurs. Je
ne dois plus craindre d’offrir 2 mes Lecteurs des
vérités trop relevées. 1ls doivent €cre rompus
aux précifions de la Géoméerie, & familiarifés
avec fes F igbut.es. $ils m'ont fuivi juiqu’d préfest,
ils ne m’abandonneront pas dens la cariere
gue je vais leur owvrir., :
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W Lv. IL
I. SEcr..
PREMIERE PARTIE Lrar

De la wature des-Blémens de PExendue. %

CHAPITRE PREMIER.

§. 1.
Dutftion importante fur ba natnre des Elmens..

N Tout olt néceflairement compofé de par-.
ties; & toute Figure eft un Toxs.

Lorfquun Tout eft mixte, on cherche-¥ dé-
couvrir les divers Elémens. qui le conftituent 5.
& ceft par la connoiffagce de ces divers Elé-
mens fimples ,. que I'on Parvient 3-connoitre le-

te.

Mais lorfqu’un Tout eft homogéne ,. fes Elé-.
mens ne peuvent étre que des portions plus pe--
tites , qui, par leur répétition., forment le com--
pole. -
Toute Figure eft un Tout de eette derniere~ .
efpéce. Car'Etendue, comme Etendue, eft ab--
folument de méme nature, & ne peut diftérer
que du plus au moins. Par cdnféquent, les Elé~
mens d'une Figure ne font que des portions
d’¢tendue plus petites que le Tout, qui doit
étre conftruit par leur répétition.

: Iiv
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Liv. H.
. SecT.
1. ParrT.
CHAP. 1.
s. L.
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Ces pottions font le Point , la Ligne 8 la Sur-

face. Car comme nous l'avons expliqué dansle

Chapitre préliminaire de cet Ouvrage 5 les Li-
nes font compofées de Points; les Surfaces , de
ignes; & les Solides, de Surfaces. Le Point
ar fon mouvement produit la Ligne; la Ligne,
a Surface; & la Surface, le Solide.

Il eft certain que ces portions élémentaires
doivent étre d'une extréme petitefle 5 relative
ment 2 ['efpace qu'elles doivent former par leur
mouvement. Mais on demande fi cette petiteffe
va jufqu’au point d’exclure abfolument de I'E¢-
ment producteur la Dimenfion qui femble lui
manquer; ceft-a-dire, file Point eft abfolument
fans Longueur; la Ligne, fans Largeur ; la Sur-
face, fans Profondeur. Voilt la Queftion.

Il fembleroit d’abord qu'il n’y auroit aucun
doute pour I'affirmative. Car, dirat’on, file
Point avoit quelque Longueur, il feroit Ligne:
fi la Ligne avoit quelgue Largeur, clte feroit
Surface: ft la Surface avoit quelque Profondeur,
elle feroit Solide. Cependant nous concevons
tres-diftinctement un Poine qui n'eft pas Ligne,

" une Ligne ?ui n’eft pas Surface , une Surface qui

t'eft pas Solide. :

Mais on peut dire d’un autre c6té, que les
Dimenfions de I'Etendue ne font pas f€parables,
& qu’une d’entre elles ne peut pas fubfifter fans
les deux autres. Que dailleurs il eft inconce-
vable qu'un néant de Longueur produife une
Ligne, qu'un néant de Largeur produife une
Surface, qulun néant de Profondeur produit
un Solide ; patceque du néant répété, il ne pent
jamais réfulter un étre.
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La difficulté , comme Pon voit,, eft preflante 5
‘& la maniere dont les Auteurs des Géométries
¢lémentaires s'expriment ordinairement dans
leurs lifres, ne peut que la fortifier. <Car aprés
avoir excludu Point, toute Dimenfion; de laLi-
gne, toute Largeur; delaSurface, toute Profon-

deur,ils femblent d’autres fois leur donner, dans.

un degré qu'ils appellent infiniment petit, ces

mémes Dimenfions qu'ils leur avoient Stées.
Des efprits téméraires ont faifi avec avidité

cette apparence de contradittion, pour faire

naitre des doutes contre la certitude de la Géo-.

métrie. Cette Science , difent-ils , roule fur des
fuppofitjons abfurdes : elle ne peut fe difpenfer
d’admertre des Elémens inétendus, c’eft-2-dire,
des Elémens chimériques dont 'impoffibilité eft
démontrée; & ne pouvant compofer fes Figu-
res avec de pareils Elémens, elle eft obligée de
revenir fur fes pas, & de leur rendre I'étendue
dont elle les avoit dépouillés. Mais alors ces
prétendus Elémens deviennent inutiles , puifque
ce font de véritables Figures dont il faut encore
chercher les Elémens. Les conféquences qui ré-.
fultent de fuppofitions fi contradictoires ne peu-
vent étre au plus que des vérités hypothériques,
qui n'ont pas plus de rdalité que les fuppofitions
mémes.

Cette difficulté que je préfente en gros, peut
éure diverfifide en mill,o manieres, & propofte
en particulier contre plufieursdes vérite}; géomé-
triques les ﬁlus clairement démontrées. Ce que
jen ai touché fera fentir qu'elle eft férieufe, &
qu'il ne feroit pas raifonnable d’entreprendre un

Liv. I1.

II. Secr.

I. PaxT.

CHAP. I,
s L,
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et 2ité de Géométrie, fans réfuterune objetion

Lrv. IL.
II. SBCT.
¥ Paarr.
Cuar. I.
s. L

qui paroit fapper les fondemens de cette Scien
ce. .
Ne noys effrayons pas néantnoins. Ceete fub-
" tilité roule fur une équivoque, Eeziufqu’é pré-
fent Pon n’a pas démélée avec de {oin. 1l
eft évident que la méme chade ne peut pas e
érendue & inétendue tout 2 la fois. Sile méme
Point, laméme Ligre, la méme Surface rdu-
niffent ces deux cara&eres, ce font des Elémens
chimériques , & la Géométrie n'eflt quua amas
dabfurditds. Mais eft-il prouvé que ce foient
les mémes Points, les mémes Lignes , les mémes
Surfaces 2 qui I'étendue convient & ne convient
pas? ou plutdt, ces Elémens ne pourrcient-ils
pas étre confidérés fous un double afpet, fga-
voir, dans leur commencement , & dans leur
intégrité; dans un érar relatif, & dans un éua
ablolu? Ne poutroit-on pas dire que I'étendue
qu'ils n’ont pas dans le premict de ces états,
leur appartient dans le fecond? il n’y auroit plus
alots de contradittion A craindre’ puifque la
Géométrie doit envifager les Elémens dans tous
Ies éeats dont ils font {ufceptibles. Approfondif-
fons cette idée: je vais prouver que la Géométrie
ne raifonne point fur des fuppofitions arbitrai-
res; & que les Points, les Lignes & les Surfaces
‘elle employe, ont un fondement inébranla~
ble dans I'efence de I'Efendue bornée.
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5. 1L

DOUBLE ETAT DES ELEMENS.
1% Lenr état relarif.

B faut fe rappeller, que dans une portion

'étendue, que nous appellons une Figure,

. on doit diftinguer I'ézendue qui conflitue fa
fubftance ; & la forme extérieure qui la termi-
ne & la cara@érife. Ceft dans cette diftin&tion
que nous allons trouver la folution de la diffi-
culeé propofée.

En vayant un Corps , aous fommes plus frap-
pés de (a fuperficie que de fa folidité ; parceque
nous voyoas Ia premiere , & ‘que nous ae failons
que juger la feconde. L'imagination produit 3
peu pres le méme effet fur nous : & quand mé-

“me nous nous retirerions dans le plus intime de
notre ame pour concevoir une postion d'éten~
due, nous ne pourrions en avoir aucuneidée
diftin&te, que par l'attention que nous donne-
rions aux Surfaces dont elle eft environnée. -
- Mais ces Surfaces étant des bornes , font abe
folument fans épaifleur. Car la Surface d'une
Figure eft tout 2 la fois le conmmencement & Ia
fin de fon étendue : le commencement , par rap-

rt 3 I'efpace intérieur ; la fin, par rapport &
‘efpace extérieur qui 'environne. Oralf: com-
mencement & la fin font des indivifibles qui ne
font fufceptibles d’aucune extenfion. Car la fe-
conde partie dun commencement feroit une

Liv. IL
. Szcr.,
L Part.
CHar. I,

. 1L,
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e (iite 5 & la premiere partie d’'une fin ne termi-
Liv. I neroit pas la Figure.

I1. SecT.

I. ParT:

CHAr. E
s. 11,

Si deux portions détendue, par exemple,
deux Cubes d'égale grandeur fe touchent éxac-
tement & fans intervalle par 'nne de feurs Sur-
faces, il eft clair que ees Cubes ne font unis
qu'en raifon de leur Longueur & de leur Lar-
geur, & nullement en raifon de leur Profor
deur = autrement ils fe pénétreroient un peu:
leur contingence feroit une mixtion. Cependant
les deux Surfaces fe touchent dans teute leur
étendue. Donc elles n’ont aucune Profondeur:
- Mais ces Surfaces elfes-mémes n’étant pasime
menfes, font terminées par des Lignes. Et les
Lignes, comhme bornes, doivent , par bes mé-
mes raifons , étre fans Largeur. I en eft de mé
me du Point confidéré comme borne de la Li-
gne: Par conféquent, la Géométrie-doit recon-
noitre des Surfaces fans Profondeur , des Lignes
fans Largeur , des Points fans Longueur. Cette
fuppofition n’eft point arbitraire : 'idée de I'E-
tendue botnce en démontre la néceflité.
~ Il faur obferver que ce n'eft pas feulement fur
Ia fuperficie d'une Figure que 'on découvre ces
Points, ces Lignes & ces Surfaces. On les trou-
ve dans I'intérieur comme-dans I'extérieur ; par-
cequ’il n'y aaucuh endroit o la Figure ne-puiffe
€tre partagée par un Plan-qui doit étre fans épaif
feur, puifqu'il eft la borne eommune des deux
parties {éparables. On peut de méme partager
une Surface en deux parties quelconques &
dans tel fens que I'on voudra, par une Ligne qui
he peut avoir de Largeur; puifquelle eft la bor-
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we commune des deux parties de la Surface.
* Une Ligne enfin peut étre coupée ol I'on vou-
dra par un Point, qui, comme borne des deux
parties de la Ligne,-ne peut avoir de Dimen-
fion. Dans le fond, tout cela revient au méme.
Les Points, les Lignes & les Surfaces fur 'exté-
rieur de la Figure Yont des bornes a&uelles,
& des bornes poflibles dans lintérieur. Ainfi,
dans l'une & dans l'autre fituation, ces bornes
confervent toujours leur carattere eflentiel de
commencement & de fin.

Mais ces Points, ces Lignes & ces Surfaces,
en tant que fimples bornes, ne font pas encore
des Elémens de I'Etendue. Car ces bornes font
néant, ou de Longueur, ou de Largeur, oude
Profondeur. Or il répugne que ces néans pro-
duifent des Longueurs, des Largeurs & des
Profondeurs réelf:s.

Diailleurs, 'Elément d’'un Tout doit avoir une
exiftence propre, une exiftence indépendante
du Tout J:mt il eft partie. Son exiftence doit
étre méme antécédente 2 celle du Tout, lorf-
que par fon mouvement il en eft le Printipe for-
mateur. Mais une fimple borne n’a point d'exif~
tence propre, & ne fubfifte que dans le Tout
qu'elle termine. On ne peut 'en féparer, méme
par lapenfée, puifqu’il eft effentiel qu'une Eten-
due bornée commence & finifle, & qu'il ré-
Eugne qu'une borne exifte 2 parr de la fubftance

ornée.

Les bornes ne font point des ‘Portions fub-

_ ftantielles de I'Etendue, mais de fimples modes
extérieurs, qui fuppofent la fubftance toute for-

Liv. IL.
II. SecT.
I. PArT.
CHaP. L
s. 11,
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mée, & qui ne peuvent jamais coopérer 2 f

Liv. II. formation. Ce mode eft effentiel au T out éren-

JI. SECT.

I. PAxrT.

€HAP. L
% 1k

du, pour le conftituer telle ou telle e. Par
conféquent, la Géométrie doit confrdérer les
Points, les Iéignes ,les Surfaceslcomme bornes,
ifque ces bornes diftinguent les porrions d'¢-
f:nrﬁune qui font Fobjet de fes recbgrches. Meais
alors elle ne les confidére point comme Elémens;
car un fimple mode extérieur ne peut Stre EK-
ment durr Four fubftantiel.
Comment en effet en feroit-if E¥ment , peif-
w'il ne pofléde I'éere que dune maniere impar-
7aite! N n'eft pas fans doute un pur néants car
fes bornes dune portion détendue font eres-
réeles; mais il n'eft pas mon plus un pur &ere.
Pe ce qu'une Figare a des bornes, il frrit que: for
dere eeimemegll’zr borne, mais aufft qu' ne
commence que 1A, ceft-2-dire, que kx Fi
ne poffede pes Perre de Fefpace dont elfe eft en-
vironnée. Car fa bomne, qui termine la: Pigure,
termine avflk I'efpace qui ne uf appartiert point.
La borme défigne donc ce que la Figure'eft, &
«ce qiielfe n'eft pas: elle exprime fon étre & forr
néane. Elle eff donc un mélange dérre & de
néant; & par conféquent ne peut Etre regardée
¢omme un Etre abfolu, mais feulement comme
on: Erre refatif. L
On ne peut évaluer plus exa@®ement: bx réa~
Beé du Point, de [a Eigne & de 12 Surface en-
tant que bornes, qu'en leur donnant dans TE-
tendue la- place que le zero tient dans les nom-
bres. Carle zero n'eft pas un pur néant, matslz
fin- & le commencement d'un mombre ow e
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<hofe exprimée par un nombre. Ceft ce qu'on
exprime dans I'Arithmétique , en difant que le
zero tient le jufte miliey entre les fignes pofitifs
& les fignes négatifs. On. {cait quc%e figne po-
fitif + éreprékn!ec él: litttf;tlit lcz’une chofe, & Ile
figne négatif — laréalité qui i ue. Mais la
g}rgandeur négative finit ;irgci@mmﬂ la gran-
deur pofitive eommence. Par confiquent le ter-
me qui leur eft commun ne peut €tre exprimé

Liv. II.

I1. SecT.
PART.

Cuar. L.
s. IR

que par le zero. De méme donc quele zeroeft

un pur néant sl eft feul, c'eft-3-dire, s'il eft f2-
paré de toute grandeur réelle fait pofitive foir
négative, de mEme auffi les bornes des Figures
feroient de purs néans, ( par impoffible on pou-
voit les f&parer d'une portion d’érendue quel-
conque. Je dis, parimpoffible : Car on ne peut
concevoir une borne , un commencement , une
€in, farspenfer 2 'Etre bowné, A FEsre qui com-
mence, a I'Etre qui finit. Donc, felon cette ac-
ception, le Point, la Ligne & la Surface nefomt
ai portions ni Principes d’Erendue. :

Cependant, dira-t'on, la Ligne bornante 2
une Longueur réelle; & la Surface, une Lon-
gueur & une Largeur. Or ce qui poffede une
ou dehx Dimenfions de Etendue, en eft une
partie intégrante.

- -Je réponds que les Dimenfionsattribudes aux
bornes de I'Etendue,ne leur appartiennent point
en propre; puifque les borries ne peuvent fuh-
filter indépendamment de lafubftance bornée.
La Longueur & la Largeur qui paroiffent fur la
borne, ne font autre chofe que la Longueur &
ka Largeur de la Figure qui’ fe manifeftent fur
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e Jes bornes. Car la Figure n'eft palpable que dans

Liv. IL
iI. SEcT.
‘1. PART.
CHAP. 1.
s. 111,

fes bornes; & fa Profondeur, c’eft-3-dire, fa
fubftance, ne fe voit que par I'efprit. Si la Lon-
gueur appartenoit 2 la Ligne bornante, comme
cette Ligne n’a que de la Longueur , on pout-
roit dire qu'une Dimenfion pourroit fubfifter
fans les deux autres: ce qui feroit trés-abfurde.
Il en elt de méme du mouvement & du re-
pos. Les bornes des FiFutes n'ont ni I'un ni 'au-
tre en propre; mais e les participent au mou-
vement & au repos des fubftances bornées, qui
ne peuvent étre mules ou refter dans le méme
lieu,, fans que les bornes fuivent le méme fort.

. ®

| §. 111
ETAT POSITIF DES ELEMENS.

LEs Elémens ne peuvent véritablement mé-
riter ce nom, qu'en paflant a I'éeat pofitif,
c'eft-2-dire, en acquérant une forte de confil-
tance, qui les rende féparables de leur Tout,
& capables de le produire par leur mouvement.
Or, cela ne peut s'exécuter qu'en entamast tant
foit peu ’Etre méme de la Figure. Car une fim-
le gorne ne peut, méme par la penfée, exifter
ors de fon fujet. .
Ainfi, pour détacher la Surface d’une Figure,
il faut fuppoler qu'on enleve quelque peudela
Profondeur du Solide. Alors la Surface transfor-
mée en Tranche , préfente A fon tour une dou-
ble Superficie : l'une par laquelle elle regardoit
‘efpace
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Tefpace extérieur : 'autre par laquelle elle tou-
choit A ce qui refte de la Figure totale.

De méme, fi de la Tranche on veut &ter la
Ligne bornante; il eft befoin d'entamer la Lar-
geur de la Surface. Alors la Ligne fera transfor-
mée en bande. par rapport 2 la Surface, & en
barre par rapport au Solide. ’

Enhn, fi de la Ligne on retranche le Point,
il faut entamer la Longueur : & le Point doué
d'une exiftence propre, fera une petite Ligne,
une petite Surface, un petit Solide par rapport
3 lagrande Ligne ;2 la grande Surface, au grand
Solide. . o

Je fens que ce langage eflarouchera peut-étre
?uelques perfonnes qui n’ont pas affez médiré

ur ces principes fondamentaux de la Géomé-
trie. Des Points folides, dira-ton! des Lignes
l.zrge&.' des Surfaces profondes! quelle nouveau-
e! . : :

Ce feroit affurément plus que de Ja nouveau-
t, fi Lon accordoit ces propriétés aux Points,
aux Lignes & aux Surfaces, lorfqu’on les envis
fage comme de fimples bornes. Mais je prie
qu'en fafle attention que la nature d'un Elément
eft d’avoir une exiftence propre, une exiftence

antécédente au Tout qu'il doit produire par fon’

mouvement. Donc.I'Elément a quelque chofe
de fubftantiel, & n’eft pas une fimple modalité.
Or cette petite fubftance eft ncceffairement
¢tendue. Car il eft impoffible qu'une portion
d’Etenduefoit compof€e de parties inétendues:
il eft impofible qu'un Etre inétendu foir fulce

Liv. IL.
11. SBCT!
1. PArT.
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s. 111,

tible du mouvement local : il eft impoffible .
’ K
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s o'y nant dg Longueur, de Largeur & de
L1v. 1. Profondens produife’une Longueur, une Lar
al. S8t geqr, une Profondeur. ‘En un mot , des zeros
3 BART rdplrés ou mubiplids no ferontjamais ute gran
PR &u:téeue, P LA ‘ \ .
wg. & Arrérons-nous au. Roint le. premies 8cde plus
fimple des Elémens. Suppodorss , par:esemple,
«que le Point A’ de: notre:Cube exilte fewk avan
1a Figure quiil doit formyer. Co Point. appartien
2 1a Ligne AB; 2 la Ligne AC; ¥ la Ligne:AD,
& poptreit appartenit encore ¥dlares E
Or il eft dvident que Ie 6o de Al qui-tonche
de fecond Point de la Ligne AB, n'efs pask
déme. que celui qui toachg Ie fecond Point de

falione AC oude laiLigne ADs - -
- "l?:%incz tel Point quib%ms plajracs (as-

Jui toure la petiteffe que vous podrrez imagi
ner.+ we lui laiffez que-ta ténlivé ndceffaire pow
wétre pas un pur néant; il fera toujours vrai qu
14 parvie dé cePoin tputl;néegk- leCiel , net
pas la partie qui regarde la terias qua. ba panti
g::enugl'e- ﬁé?impaég,l:océidéhqd& 6%: Po;m
o' dans le Vuide peus: &re’'le Centre de
#éunion dune infinité de Lignes, quitoutes av
roient des DireQtions différentes , & qui par-cor
"féquent toucheroient autant de 'cﬁgs Férens
lu Poist central. Or tout: ce qui & des: parties
diftintes, eft réellement dvendu.. -~ .
C Ge féi!bmane}atv’s'appﬁiifw deli-méme aux
Lignes: & anx Tranches "¢l cinentaires. -Ces- Li-
gnes ont deux: flancs : uni’par lequel elles tou-
chene Tinérieur de la Surface; & Papree par
$equel glles répondent A 'efpace extétienr. ges
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Trunches: onc de méine deux faces; & ce qui
touche Fune getonche pas Fautre. Que I'on di-
minue tamk que Fon voudra la Largeur de la
Ligne & Pépuiffeur de la Tranche : tant qu'elles
ne feront pas andantics, {a Ligne aura toujours
fes deux flancs, & la Tranche fes deux faces.
Aprds cec écluivciffement , les adverfaires dg
k- Géomérrie: oferont -ils encore avancer que
cette Science:ne roule que fur des fuppofitions
abfurdes & contradioires r Des Surfaces fans
Profondeurydes Lignes fans Largeur , desPoints
fans étendue ne font mullement des chimeres:
Les Figures les expofent fenfiblement 2 nos yeux,
f_“irﬁmmw""’" commencement & une firk,
‘abfurditd eonfifteroit A regarder- ces bornes
comme desparties éiémentaires; & c'eft ce que la
Géoméerie n'enfeigne pas. Pour les rendre Elé.

le- II.
I1. SecT.
I. PART.
CuaAr. I,
$. 11k

mens, elle legtire de I'état de fimple borne : elle -

leur donne quelque confiftence, pour les con.
fiddrer ¥ pary, avant que de les employer & la
sonfiruction des Figures. Elle ne peut fe difpens
for denvifager les Elémens fous ce double poins
de vde. Car elle neferoit pas fuffifamment con»
noitre les portions d'drendue qui font I'objet de
fes. recherches, fl contente d'examiner ce qu'els
les ont de fubftantiel, elle ne confidéroic

leur extérieur & les bornes qui les circonfcri-
vent & les cara&érifents; ou ﬁ?it:tée i cesbornes;
elle ndgligeoit d'envifager les Principes confti-

turifs de la fabftance des Figures, La Géomérria-
ne fe contredit donc pas en donnant ou en refu--

fant 2 progos de 'Etendue 2 fes Points, de la
ls.::geur » fes Lignes, & de la Profondeus 3 fes
aces, - Kijj
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‘emmmmewe  Tout Pembarras vient de ce qu'on eft eh quek
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«que forte obligé de les défigner par les mémes
noms dans les deux érats, quoique dans le fond
gien ne différe davatitage-qu’un mode ‘& une
fubftance. Javoue que c’eft un inconvénient, &
qu'il eft important dy remédier. autant quonle
peut. Mais il eft difhicile de changer:le langage
xequ, fur-tout lorfqu'il eft fondé en raifon. En
«fler, I'étre d'une Figure cominence 2 fa fuper-
ficie ;- & pour peu qu'on pénétre dans lintérieur,
ne fit-ce qu'infiniment peu; la borne devient
partie fubftantielle du Tout. Ainfi, IElément
o'eft proptement que la modalitd _extérieure,
- laquelle on donne quelque-confiftence.
Néanmoins pour éviter les .équiveques; je
fubftituerai le mot de Trwnche A celui de- Swrfa-
ce, lorfqu’il s'agira du troifiéme Elément de
{’Etendue; parceque Sutface défigne trop-clai~
rementla fimple fuperficie. -~ . - ¢
La Ligne, fecond ‘Elément, pourroit étre
appellée Bande ou Barre : Bande, pat- rapport
a lEa Largeur : Barre, par rapport-a {a Profon-
deur. Mais comme ces termes paroitroient bar-
bares en ‘Géométrie, je conferverai le nom de
Ligne eny joignant 'épithéee Elémentaire , lorf-
qu'on pourtoit sy inéprendre. ~
Jen uferai de .méme par rappors au Posnt,

- Me trouvant aucun autre-nom qui lui convienne

dans {a qualité de premier Elément. Et pour plus
grande précaution, jappellerai Point mathéma-
tique & Ligne mathémasique les-deux premiers
Ei¢mens confidérés dans leur étar relatif. Car
quoaique le Point & la Ligne élémentaires foient



Largeur & une Profondeur. Mais comme-ces

- deux Dimenfions. ne{ervent derjen pour déter-

. miner laLongueur de I'allée, omen fair abftrac-

tion fans peine ;. & l'on confidere:les mefures

comme n'ayant que: de la Longueur.. Qr.sil eft
Kiij ;

——
Rav. Ik
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pummmmn ¢, cile de dépouiller par la penide des objets anfli
Lwv. IL groffiers que le font la toife & le cordeat, de
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deux Dimenfions que les yeux nous rendent
fenfibles, 2 plus forte raifon pourra-ton en dé
pouiller la Ligne géométrique qui ne peut avoir
quune Largeur & une Profondeur exceflive-
ment petites.

De méme la Géomdérrie n'envifageant d’abord
les Surfaces que comme Ja réunion de la Lon-
gueur & de la Largeur, rien ne l'oblige de s'oc-

~cuper de leur mince Profondenr, dont la coe-
ﬁgémion ne pourroit que la difirsire de fon
jet.

Cleft encore par cette raifon que la-grandeur
d'un Point ifolé n’érant fouvent d’avcune coo-
féquence, elle Fen dépouilie en ﬂuelque farte,
&%e confond avee ce qu'on appelle le Posme ma
Eha’mtiqw , dont il eft alors le figne & I'expaef

on. : .

1l y a plus: je puis avoir égard 2 quelqu’une
des Dimegﬁ'ons d'un Eléuwutg, {ans ac‘lvoitq:gard
2 toutes. Si, par exemple, jenvifage le Poiat
comme Elément de la Ligne, je dois lni fuppe-
{er quelque Longueur; mais je dois fiire ablgr 2
tion de fes deux autres Dimenfioas qui me foat
inutiles. Je lui tiendrai compte de fa Largeur,
lorfque je le confidérerai comme Elément de la
Surface; & de fa Profondeur , comme Elément
du Solide. '

De méme, la Ligne ne fera Barre, que lorf
qu'elle influera dans la compolition du Solide,
& n'eft que Bamde en qualitd dElcment de la
Surface. )
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. Mais faire abftraction. des Dimenfions __?cs
Elémens, ce n'eft pas les niers & ceft ¥ quoi:
Fon n’a pas toujours feit ¥lez d'attention.. On
s'accoutume % regarder le Point, fans ét=ndues
la Ligne, %ahs Latgeursda Sutface, far Pro-
fondeur; & cela fans inconvénient , lorfqu’il ne
sagit que dexpiimes les Dimenfiors ot les
pbrts de Par
-d'Obliquité que 13 fituation des: Elémens pedt
former entr'eux:. Mais H fanr aveoir égard 2 leur
grandewr réelle; lorfquil-eft queftion: de leurs
pirties intégrabees, & de ce qu'ils ont de cosn-
muh duns lear union & daiis leurs interfectiogs..
On e peut continuét de fappofer le Point fans
ducune étendue ,la Ligne fans Largeur; la Sur-
fact fans Profondenr ; fahs s'expofer 4 des mé-
prifes.. Ofetois-je dire que fes Géoméeres ne les
ent pas toujours ¢vittes: Cirons- em quelques
exemplés ; car il feroit indécent de former une
pareille accufation fans laprouver. Ce feraune
occafton d'éclaircir des queftions que jai éeé
contidine de paffer fous ffenice ; faute d'avoir
-érabli les principes néceffsires pour les réfou-
dre. Cette difcoffion quiconfirmera la Théorie
que je viens de propofer fur 14 nature des Eld-
‘mens, en fera {entic en séme téms Larilité &
la néceflicé. ‘
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§. V.
PREMIER EXEMPLE.
L Interfection des Lignes droites.

ON trouve dans tous ou prefque tous les
Traités de Géométrie élémentaire la Zro—

‘pofition fuivante établie comme une v rité

fondamentale : Dewx Lignes qus [e coupent , ne

-pewvent [¢ couper qu'en un fenl Posnt. Car, dit-

qp» la Dire&ion d'une Ligne droite eft déter-
minée par deux Points. Donc, fi les deux Li-
gnes qui fe coupent avoient deux Points de
commun, elles auroient la méme Dire&ion:
elles feroient pofées exaltement l'une fur I'au-
tre, & par conféquent ne fe couperoient point.

Ce raifonnement fpécieux impofe 2 tous les
commengans, & je n'ai vu perfonne refufer de
sy rendre. Je n’en fuis pas furpris, lorfque la

"coupe des Lignes eft perpendiculaire. Car ces
-Lignes ayant des Directions totalement oppo-

fees, on congoit qu'elles n’ont de commun que

- le moins qu'il eft poffible,, & par conféquent un

feul point. Mais les Lignes obliques n’ayant pas
des Directions fi contraires, & tenant en partie
de la Dire&ion parallele , on pourroit foupgon-
ner que leur interfeGtion ne {e termineroit pas
fi brufquement. Leur rencontre peut étre mé-
me fi exceflivement oblique,qu’elles tiendroient
beaucoup plus de la fituation parallele que de
la perpendiculaire.
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~ Je me fouviens qu'expofant ma répugnance mm———
2 celui qui dirigeoiw mes premieres ctudes de Liv. IL -
Géométrie , il me répondit gravement que je ne I SECT.
devois pas juger des Lignes géométriques par 2 P“";'
celles que je voyois tracces fur le papier; parce- ls“; ’
que ce?;]es-ci » étant toujours un peu gtoﬂll’etes >

ne repréfentoient les premieres que trés-impar-
faitement. Arrérons-nous donc 2 des Lignes
‘purement géométriques, & voyons comment

-on fe tirera de I'épreuve 2 laquelle je vais les

mettre. N

Sur le Point D de la Ligne horizontale AB, Fig. a.

{oit élevée la Perpendiculaire DC. Du Point C

foit abaiffée 'Oblique CE, de forte qu'elle foit
‘double de CD. Soient ces deux Lignes coupées

par FG perpendiculaire fur CD’ & oblique fur

CE. Je dis que laSécante FG, qui coupe CDen

un feul Point, coupe CE en plus d'un Point.

Pour le prouver, foient tirées des Paralleles

3 FG autant quiil en faut pour couvrir entiere-
-ment la Perpendiculaire CD & la couper dans
-tous fes Points. On peut ailément fe repréfenter

la fuite de toutes ces Paralleles, en imaginant
-1a Ligne AB mue parallelement 2 elle-méme juf-

quau Point C. Il y aura donc autant de ces Pa- .
- ralleles fécantes, que de Points dans la Ligne

-CD &.ces Paralleles couvriront également la
: Ligne CE, & la couperont dans tous fes Points.

. Or CE étant double de CD, le nombre de fes

Points eft double auffi. Donc chaque Sécante,
~qui ne coupe qu'un Point dans la Perpendicu-

laire CD, en coupe la valeur de deux dans'O-

blique CE. :
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s Pour confipmer cette conclufion pag unefion-

Lav. H.
I SECY.
1. ParrT.
CHaP. 1.

5 Vo

-geut s mais qu'el

velle épeeuve , foit CE relevée firr le Point E;,
& devenue, eomme ‘CD, perpehdiculdice fixr
AB , mais petpendiculairé double de €D.
“Alors les Sécantesy qui ne sélevént pss au-
deflus du Point C4né convriront phis que la
meiti¢ de CE, & ne coupéront que la moiti¢
de fes Points. L'sutre moiti¢ hors de Fareinte
des Sécantes ;. n'en fera ni couverte ni coupée.

- Donc dahs fon presier étae d’oblique , chaque

Sécante lui coupoit la valeur de deux Points. -
Dés Géométres A'dui J'al propofé ees radons,

_nont trouvé que dedw shoyens de lesinfirmer.

_Les uns me difoient o'l n’y a qu'an Pointde
commun 2 la Séeante & ¥ I'Obliques mais qae
~cet unigue Point eft double de celui qui feroit-
«commun 2 la Sécante & & la Perpendiculicé.
Je xépondis que 'y confentois, parceque je
nk voulois pas difputer dés mots. Mais, ajoutai-
je > s'il y a des Points-doubles des awtres, donc
les Points élementaites ne font pas fans étendue :

-donc les Lignes n¢ fonc pas deftituées de Lat-

geur s & Ceft ce gue je voulois démontrer.
D'autres plus {ubtils nie difoient gue mapret-
ve n’étoit concluanté qual'égard de mes Lignes
élémentaires anfquelles je donnois quelque Lar-
L wavoit point d’application
aux Lignes vraimem mathématiques que jé e
pouvois me difperdér de reconnoitre auffi-bien

.queuk, Pour trouver ces Liones mathénrati-

qués, ajoutoien les quatre

-Lignes que vous FHorizos-

tale; la Petpenuuuxauc » Luuque.& la:_Sécaﬂ—
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e foient fendues par lamoitié felonla DireGion mmmm—m—
de leur Longueur. Les Lignes de feparation fe-  Lav. 11
ront vraiment mathématiques. Anéantiffors . Sace.
donc toutes ces moitiés, les Lignes mathéma-« é:;:"';.
tiques relteront’ feules; & comme elles font "y
fans Largeur, la Sécante ne coupera qu'ua feul
Point indivifible tant dans la Perpendiculaire
que dans 'Oblique.
Je répondis -.qu'on fuppofoit I'impoffible
que les quatre Lignes mathématiques n'éroient
quune fimple borne , une fimple modalité¢ qui
ne pouvoit fubfifter hors de fon fujer: que par
ronftquent I'anéantiffement des deux .moitiés
des Lignes ¢lémentaires emporte anéantiffe-
ment des Lignes mathématiques : Qu'en effex
on ne peut concevoir une Ligne fans lui don~
ner une exiftence propre, & par conféquent une
exiftence fubftantielle qui renferme les trojs Di-
menfions de Etendue. '
" Mais prétons-nous un moment 2 l'illufions 8
prenons nos quatre Lignes pour Lignes mathé-
matiques. Je vois que mes raifonnemens onc ba
-méme application 3 leur égard. Le méme nom-
bre de Sécantes couvre entierément la préren-
due Perpendiculaire mathématique & 'Oblique
mathématique. Celle-ci eft double de 1a Pet-
ndiculaire. Donc la Sécamte mathématique
i coupe lavaleur de deux Points. 8it'on vieat
a relever IOblique mathématique fot ke Point
E, clle ne fera de méme couverte qu moltié
par les Sécantes. Ainfi la fubftivation de Ligres
mathématiques ne remédie A rien. Oh les fap-
pofe xnathz:miqucs, & ce fom dans le vrabdes
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‘toute la méprife. Ceci a befoin de quelque
-€clairciflement.

-quelque Largeur, lotfque la-Sécante FG traverfe

-la Perpendiculaire CD elles ont pour leur Point

-€ommun un petit Quarré, qui doit étre regard

-eomme le Point élémentaire des deux Lignes.

- Supgofons don¢ auffi que I'Oblique CE foit com-
o
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Lignes élémentaires, parcequ'il fmplique cons
tradi®tion, que des Lignes réelles & vraimen
exiftentes ne foient que de fimples modalités
fans fujet.. :

Le raifonnement qui féduit les Géoméeres
n'eft rien moins qu'une démonfiration. N eftaift
d’en faire fentir [e défaut. Dexx Points , dit-on,
déterminent la Direflion dune Ligne dreis
Cela eft inconteftable:. Doxe, conclat-on, fil
Sécante coupost [Oblique en dexx Points, ells
we feroient enfemble gpiune [enle & méme Ligne.
‘Oui, fans doute, fi elle la coupoit en deux Points
‘entiers. Auffi je ne le dis pas; mais feulement
que la Sécante couvre la valeur de deux Points
‘Ces deux affestions font fort différentes ; & c'ef
de ce qu'on les.confond'mal A propos , que viex

Nos Lignes élémentaires étant fuppofées avor -

e d'une fuite de petits Quarrés égaux an

- Elémens de la Perpendiculaire & de la Sécante.
-1l eft manifefte que la Sécante & FOblique ne
- fe coupant quiobliquement , il n’y aura pas w
- feul de leurs Quarrés élémentaires qui- Sajufte
- exaltement I'un fur- l'autre, & qu'elles n'auront
- de commun que des portions-de plufieurs de
-leurs -Quarrés. Ainfi bien loin. d'avoir deux
: Poiats de commun, ces deux Lignes. n’en au-



NATURE DES Eremens. > 1§y
¥ont pas méme un feul en entier. Mais toutes
ces portions de Quarrés jointes enfemble , font
égales & deux Quarrés élémentaires; puifque le
pmombre de ces Quarrés dans I'Oblique eft dou-
ble du nombre des Quarrés contenus. dans la
Perpendiculaire CDj & ceft.par cette raifon
que 'amas des Sécantes couvre 'Oblique toute

sentiere , & n'en couyre plus que la moitié, forfe
quelle eft devenue Perpendiculaite. o
Mais je dois avertir que ce n'eft que dans ce
cas précis, que la partie commune 2 la Sécante
& 2 I'Oblique équivaut 2 deux Points. Caril eft
¢vident que la grandeur de cette partie com-
mune ddk varier, felon que la Ligne CE fera
plus ou moins oblique. Dans une -Obliquité
moindre, la partie commune n'iroit pas 4 deux
Points. Elle iroit au-deld, & I'Obliquité deve-
aoit plus confidérable. e o
On peut méme fuppofer que deux Lignes
{oient tellement obliques I'une fur l'autre, qu'el-
les {e coupent dans prefque tous leurs Points ;
{ans néanmoins en avoir un feul. en entier de
commun; & c&i n'eft pas upe fimple confé-
quence des principes. que nous venons d'établir:
c’eft une vésité que la Géomérrie la plus imple
nous met fous les yeux. ) W
. On définit la Circonférence du Cercle , sze
Ligne courbe dont sous les Points font £galement
diftans d’'un Point qu'on nomme Centre; & cette
diftance eft, comme ['on fcaic , exprimée par le
Raion, que 'on peut tirer du Centre 2 tous les
Points.de la Circonférence, .

Suppofons doric qu'on tire des. Raions. fur

Lav. IIL.
11. SEBcT.
1. ParT.
CHAaP. 1.
s V.
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wemmmemms deure Points contigus de la Circonférence : ces
Liwv. H. deux Raions formeront un Triangle qui n‘aura
J1. 85cT. pour Bafe que les deux Peints contigus. Ce fera
CrArT: méme R fa phus grande Largeur; car la Figure
‘f’\;. remonte en fe retréciffant )uﬁlu'au Centre. Les
Raions. n'érant done pas paralleles, & fe tour
chant ¥deur exxrémivé, fone obligds de fe croj-
feruopeu, & d'empidter fur la.capacité 'un 8
Fautre, poar fe réunir en unfeul Point-Some
met. Concevons maintenant fes Raions prolon-
gés, de forte: quiils foient deux Déamérres : on
aura deux Lignes droites qui fe couperontdans
rows leurs Poings, except dans les deux dees
... Bour fe rendre ces interfetions-fonfibless.on
nla.quid prendre deux bandes étroitesde carton
dime dpale Lasgeur, les divifer par Quarrés,
les croifer perpendiculairement , & enfuite
dmms:tbus les Degrés d'Obliquitd.. On-verra ce
qu'ellesauront de commun dans leur interfec
tiong & Fon en fera I'application awx Lignes
géoméniq;:lsl. Car comm‘e-g::lcs-ci ont une
Eargeur e , quoiqu'extrémement pevite,
leur Section doit gvo:r?u une Figure fml:blable
d:celle qui réfulte de linterfedtion de nos Ban
des de carton. : S
.. Clefb par ces principes que I'en doit décider
une queftion que I'on-agite quelquefois fur la
nanure du Point-Sommet de FAngle. Ce Point
mticnt également aux deux Jambes qui fe
iffent. Ainfi, I'Angle nous préfente une vé-
ritable interfection, qui feroit complette , fi 'on

prolongeait: les Lignes aurdela de la:rdunions
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Par conféquent, (i 'on vouloit confidérer cos Smmmmms
Lignescomme ayant de la confiftence, & jounif Liv. I.
fanc dlune réelitd plus que modale;, il faydroie II- SEcT.
reconnodtze que fo Point-Sommer de FAl eft é;:&“;f
dendu. H-n'eft pas méme difficile d'en détermi- gy,
ner la Figure. Ceft un Quarré, fi 'Angle eff
droic; & s'il elt-obsus-ou-aiguy-celt-une Lozen-
gealadifiérence que dans 'Angle aigule grand
Diamétre de la Lozange. eft dans la Dire¢tion
de la hauteur de I'Angle; au lieu que dans I'An-
gle obtus, c'elt le petis Didméire de la Lozan-

e. - :

8 Ce que je dis ici ne paroitra nullement fin-
gulier.,"fi- 'on veut bien faite attention, qu'ily
4 quelye difiérence-emtre confidérerun Angle
dans fon intétieur, & le regarder par forrexté&
rieur.- Ces deux Roints de vie manerent Te les
deux Jambes de F'Angle fonc une efpéce de clé-
ture quiRpare Fefpace externe d'avee finterney
& lon econgoit- dens cette eldrute detix faces;
Fupe -qui regarde le dedians de 1'Angle; & Faue
tre qui regarde le dehors. Mass: fi la Jambe de
PAngle a deux faces, ou Plutée deux flancs, .
elle a nécefhairement quelque-Largeur.

B faut avouer néanmoins-que cette Théorie
eft de peu d'ufage. I eft fort-rare qu'en trai~
tane de-I'Angle , on foit obligé de penfer aux
parties intdgrantes. que les deux Jambes peus
vent avoir de'eammun dans leur jon&ion. H
wef}-queftion que dfoyvertires de Lignes, &
de leur pofition perpendiculaire ou. oblique,
voutes: chofes fur lefqueltes la Largeur-des Li-
gues nepeue influer en auchne forte, Qnadone
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grande raifon de faire abftraction de cette Lar-
feur inutile, auffi-bien que de I'étendue & de
a Figure du Point-Sommet, & de ne confidé-
rer Qnglc que fous le rapport des Lignes ma-
théthatiques , bornes desdeux Jambes, foit ens
dedans, foit en-dehors. :

C§ VL
SECOND. EXEMPLE..
La Circonférence du Cercle.

I Pon confidere un Cercle par fon extérieur,
, Jon le voit terminé de toutes parts pdr une
Ligne courbe parfaitemient ronde ; & cette Li-
gne qu'on appelle la Circonférence eft ablolu-
ment fans Largeur, puifqu’elle marque I'endroic
précis ol comthence I'étre de laFigure, & ol
il finit_ par rapport 2 l'efpace extérieur. Aufli
cette Ligne n'eft-elle qu'une borne, une fimple
modalité qu'on appelle Rondeur: | -

Mais lorfqu’on veut détacher cette Ligne de
Pefpace ,qu’:e‘le renferme, pour la confidérer 2
part, ne fut-ce que par la penfée, il eft impof-
fible de ne pas entamer tant foit peu la capacité
du Cercle, pour donner i cette Ligne une exif-
zence indépendante du refte de la Figure; fans
quoi il feroit abfurde de la fupPofer ifokée; puif-
qu'un fimple ‘mode ne peut ¢tre congu {éparé
de fon fujer. _—

... Auffi la Circonférence du Cercle envifagée
{ous ce point de vie, préfente-celle tou&ours
. eux
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denx bornes diftinctes; I'une de convexité tour-
née vers I'efpace extérieur au Cercle ; & I'autre
de concavité qui regarde le Centre. Diminuez
tant qu'il vous plaira la Largeur de cette Cour-
be, jamais vous ne ferez difparoitre ces deux
bornes, 3 moins que vous n'andantiffiez la Cir-
conférence méme. .
. U eft vrai qu'il eft fouvent inutile d’avoir
¢gard A cette Largeur, qui ne peut étre qu'ex-
trémement médiocre. Alors on en fait abftrac-
tion fans aucun inconvénient , & la Circonfé~
rence eft repréfentative dela fimple borne, que
Yon ne peut concevoir fans lui fuppofer quel-
que foutien. Mais fi 'on s'obftinoit 2 I'envifager
toujours fous ce point de vie, on rifqueroit de
tomber dans quelques méprifes; car la Circonfé-
rence étant fouvent regardée commeune Ligne
élémentaire, on ne peu {e difpenfer de lui ren-
dre 1a Largeur qui lui convient.

Par exemple, on dit tous les jours que I'ef-
pace intérieur duCercle })e_ut étre congu, com-
me formé par des Circontérences concensriques
3 la premiere, lefquelles fe toucheroient fans
intervalle, & dong le nombre eft mefuré par la
{uite des Points du Raion CA. Or il eft évident
quun efpace auffi réel ne peut étre formé par
une fuite de Ligoes qui n’auroient abfolument
aucune Largeur,

Diailleurs, obfervons que les Circonférences
diminuent de grandeur 2 mefure qu'elles avan<
cent vers le Centre. La feconde eft moindre

?:ce la premiere, la troifiéme moindre que la

onde, &c. Cependant la feconde touche pac
Fonde fou ‘

ll

Liv. II,
IL. SeCT,
I. PART,
CHar. [,
s. VL

Fig. 3.
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s {3 borne de convexité toute Iétendue de la
Liv. Ik concavité de la premiere. Donc la borne de la
1. SBCT.  convexité de la presmiere eft plus grande que fa
I. PART. horne de concavité. Car fi ces deux bornes

Lxar. 1L

§. VL

éroient égales, la conwexité de la premiere fe-
roit égale aufli 2 la convexité de la feconde; &

~ lafeconde ne feroit pasmoindre qhela premieres

<e qui feroit abfurde: Mais §'il 0’y avoir- point
de Largeur dans la. premiere, fes deux: bornes
feroient abfolument égales. On fera be: méme
raifonnement en. comparant la troifiéme: Cir+
conférence 2 la feconde, & ainfi de fuite; &
Ton conclura qu'on ne pent en faire des Elémens
du Cercle fans leur accorder une Largeur quel-
conque. :

Cette confidération: nous met 3 pottée d'exa
miner avec ‘Plus d'exa&itude. que nous n’avons
pu faire' jufqu’x préfent, quels font Jes. Points
£lémentaires de cette Courbe. Lorfque nous

.avons entrepris de la conftruire par le mouve-

ment dy Point A qui change fans: ceffe de Di-
rection, nous-avons fait abftra®ion de la Figure
particuliere qu'il convenoit de donner 3.ce
Point, parcequ'il ne Sagifloit alors que de con-
cevoir nettement la difiérence de kaiLigaecour-
be & de la droite. Mais 3 préfemt que nons.en-
vifageons la Courbe. circulaire toute conftrui-
te, il eft narurel de rechercher la forme de fes
Elémens. ' -

- Comme cetve: Courbe eft parfaitement régu-
liere, il efk clair que fes Points élémentaires doi~
vent Etré-uniformes. & de méme grandeur. Par
copfequent, il faue en-exclure les-Points quir-

-—
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rés, qui joints enfemble éxaGement ne peuvent
donner quune Ligne droite; & de méme les
Points ronds, qul en fe touchant, laiffent en
-en-haut & en en-bas des vuides triangulaires.

La Ligre circulaire doit étre conglde comme
un Cordon de voute parfaitement régulier. Or
pour conftruire cette voute, il faudroit des
pierres égales, taillées en forme de Trapézes,
dont les deux Cotés non paralleles feroient
¢galement inclinés en fens différens. Nous ne
nous tromperons donc pas en donnant cette
Figure aux Points de la Ligne circulaire. La
fuite des grands Cotés paralleles formera la
borne de convexité; & la fuite des petits Co+
tés paralleles, celle de concavité.

Tichons d'arriver au méme bur par une voie
plus géométtique & plus fcavante. Le Cercle
et un Polygéne dune infinité de Cotés. Com-
parons-le- aux autres Polygdnes réguliers, &
voyons ce qui en réfulrera. ‘

Le Cété dun Polygdne régulier quelconque
eftune Ligne droite, qui doit avoit une Largeur
réelle, quoiqu’extrémement étroite, lorfqu'on
la confidere iolée du refte du Polygéne. -Si
nous fuppofons cette Ligne.droite compofée de
Points quarrés il eft certain qu'elle ne peut ére
terminée par un Quarré entier , mais épm: une
portion quelconque dun Quarté coupé plus ou
moins obliquement. Car il faut que le Coté du
Polygone faffe Angle avec les deux Cotés voi-
fins, qui par conféquent doivent auffi lui pré-
fenter, non le flanc dun Quarré entier , mais
une fe@tion d'un Quarré pareil , coupé avec la
méme obliquité, . Lij

Liv. II.
II. Smcrt.
I. PaxrT,
CHar. L,
5. VI,

Fig. 4«
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s ]| fisit de-12 que la borne de convexité dua
Liv. . Cété de Polygéne eft un peu plus longue que
21. sect. |a barne de concavité; & comme ces deux bor-
2 PART. nes font pacalleles, & que les deux petites Li-
:‘;;L' * gnes qui terminent les deux bouts du Coté fom
galement obliques en différens fens, de I'd
femblage de ces quatre bornes il réfulte un Tre
péze auffi régulier quiil fe puitle.
En fuppolant les petits Quarrés.extrémes cor
&s felon leur Diagonale , les Cétés venant 3k
joindre formeront un An le droit; & les dew
moitiés de Quatrés en feront un entier. Par
conféquent, le contour du Polygdne quarré o
du Parallélogramme re@angle ne ‘fera quuse
répétition de Points quartes, fans qu'on fot
ebligé dy faire entrer des Points ou des por
tions de Points de différente figure.
Mais il s'agifloit d'un Triangle équilatéra,
il faudroit que les deux bouts des Corés qui
doivent fe joindre pour faire un Angle aigu,
fuffent coupés par-deld la Diagonale du deraier
Quarré, & que la fe@ion empicedt fur le Quartt
qui précéde.
Au contraire, I'Angle étant obtus dans le
Pentagdne régulier, la fetion des deux Quar-
1és extrémes doit fe trouver en-degd de la Dix
gonale. Et comme les Angles deviennent de
plus en plus obtus 3 mefure que le Polygone
régulier aplus de Ctés, la Section des Quarrés
extrémes devient aufli moins oblique, & par
conféciéuent entame moins la fubftance de ces
uarres.

"1l fuis de-I3, que quoique le Coté de rout Por
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Tygone régulier foir toujours un. Trapéze, |z ety
différence entreles deux bornes paralleles,qui Lsv. H.
n'eft jamais plus confidérable que dans le Coré I~ $ECT<
du Triangle équilatéral , diminue par gradation éﬂi‘:’:'
2 mefare” que-le Polygone acquiert de-Cétés. g, yy,
Or le’ Cercle eft un Polygdne d'une infinité de
Cotés : donc le Coeé de ce Polygone eft un Fras
péze infmirmment petit', donelesdeuxbornes pa-
ralleles ne différent entre elles que d'une gran~
deur plus quiinfiniment ‘petite ;& dons les.deux:
autres bornes non paralleles font deux petires
-ebliques &gales ;.qui ne différent.que trés-infini~
ment peu de la Perpendicutarie:. :

On congoit parfaitement que deux Trapézes Fig.-3-
de cetre narures.venant 3 fe joindre par leurs
Obliques, doivent former un Angle infinimene
obtus; & qu'3-force:d'en ajower de pateils, on
eonftruira.une voate citcalaire infiriment min=
ge, dont I borne de concavité fera tant foix
peu moins.grande que celle de convexité:

Et comme la Capacité-du Cercle eft remplie-
de femblables voutes concentriques & contis
gues, qui- vont tounjours en-diminuant julqu’au
€entre, il faue concevoir que-la Largenr de
chacurte-diminue auwfli dans la- méme -propor+
tiony. aufli:bien:que leurs-Trapézes¢lémentai-
res, dont le grand Coté parallele eft-égal au-
petit €6té.du- Trapéze-qui- lui. répond-dans la-
voute fupériewre; ~ - '

- Cette fuice-de voates coricentriques , depuis-

Iz plus éloignée jufqu’au-Centre, nous offre ur

moyen de perfe@ionner nos id¢es fuc bt mature

du Raion:du Cercle. Jufqu'd préfent nous nous
L iij.
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smmmmm |o (ommes. repréfenté comme une efpéce d¢
Liv. Il. barre uniforme, dont le Point central eft le pre
IL. S8cT. mier Elément. Cette fuppofition n'a rien d'ab-

1. PART.
Cuar. 1.
s VI,

furde car dans le champ de I'Etendue il eft per-
mis de tailler des Lignes & des Figures a fon
gré. 1l eft méme néceflaire de confidérer fov-
vent le Raion fous ¢e ppint de viie. Car la gran-
de utilité¢ du Cercle éraht de mefurer les Angles,

les jambes de ceux-ci qui doivent étre dune

Iiargeur uniforme, for}t cenfées Raions du Cer- |
cle. [
Mais en fuppofant que P'on tire des Raions
de cette efpéce i tous les Points de la Circon-
férence, il eft impoffible que ces Raions n'em-
iétent pas les uns fur les autres, ainfi que nous
I: avons déja remarqué. Car autour Point
central, on ne peut arranger plus de quatre
Points pareils. On ne pourroit donc tirer fans
confufion que quatre Raions, qui ferorent deux
Diamétres perpendiculaires. Par conféquent, i
I'on en tire un plus grand nombre, ils empi¢-
teront les uns fur les autres; & fi 'on en tire
une infinité , ils empiéteront infiniment.
. Mais il y a un moyen d’éviter cette confu-
fion. Ceft de regarder le Raion comme la file
de tous les petits Trapézes des voutes circulai-
res, depuis le Centre jufqu’d la Circonférence
la plus éloignée. Car ces Trapézes n'empiétent
point fur leurs voifins. :

Le Raion confideré fous ce point de viie, ne
feroit plus une fimple -Ligne droite , mais un
veritable Triangle dont la Bafe feroit infiniment
petite , & dont [e Sommer ne ferait pas le Point-




—
Liv. IL.
1. SECT.
Al'v PART.
Cuar. 1.
" vll.

Fig. 6.

-

4- Toures ces* Lignes-civonlasres ne f¢ toxche~
ront non phus qu'en un feul Poins.
Deux - obfervations généraies fe préfcntonc
dabord
L iv
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1. Aptés ce que nous venons d’établir fur Fie
terfettion des Lignes droites, on doit fe défier
des preuves fur lefquelles on appuye ces quatre
propofitions : car c'eft toujours la méme équi-
voque qui regne. Si la Tangente & la Circon-

férence avoient , dit-on, plus dun Point de com-

man , elles en auroient deux. Or elles ne pesvent
en avoir desx. Donc , ¢-c. Mais fans avoir deux
Points entiers de commun, ne pourroient-el-
les pas avoir un Point & plufieurs portions de
Points? _

2. Les Géométres difent que le Cercle eftun
Polygéne régulier d'une infinité de Cdeds. Par
conféquent, la Tangente pourroit toucher la
Circonférence dans toute I'étendue d'un de ces
petits Corés, c'eft-2-dire, en deux Points; car
# en faut autant pour faire une Dire&ion , ainft

e nous I'avons expliqu¢ au commencement

u premier Livre. Il eft vrai que la Tangente
ne feroit pas alors perpendiculaire fur Pextre-
mité du Raion oblique du Cercle, mais feule-
ment fur 'extrémité du Raion droit. Je remar-
que ceci en paffant, fans prétendre en faire un
chef d’accufation. Car un Cété infiniment petit
peut bien paffer pour un Point, & principale-
ment fi ce Coté eft regardé. comme un de nos
Points-Trapézes, que nous avons dit étre I'Elé-
ment de la Ligne circulaire. 1l faudroit donc
dire pour s'exprimer avec plus d’exattitude,

. que la Tangente ne peut avoir de commun avec

la Circonférence, qu'une feule Dire&ion.
Aprés ces obfervations préliminaires, j’entre
dans une difcuflion plus profonde ; & poury
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procéder avec ordre, je diftingue deux fitua- S—
tions de la Tangente par rappott au Cercle. Car Ltv. IL
on congoit que cette Ligne peut fimplement i" peeT
toucher laCirconférence 3 l'extérieur; & qu'elle 2" °
peur auffi avoir un de fes Points incorporés avec g, yiy,
un Point de la Circonférence. Dans le premier
- €as, le Raion perpendiculaire a toute fon éten-
due lorfqu'il rencontre la Tangente : dans le
fecond cas, le Point de la Tangente eft le der-
nier du Raion. Dans le premier cas, la Tan-
ﬁe’“‘? eft abfolument hors de la Circonférence ;

Point A du Raion n'eft pas le Point A de la
Tangente; & ces deux Points ne font unis que
par contact: dans le fecond cas, le Point A dela
Tangente eft un Point de la Circonférenice du
Cercle. On pourroit appeller la premiere Tan-
gente, Tangente extrinfeqne ; & la feconde,
Tnagente intrinfeque. La premiere eft fenfible-
ment repréfentée par un Plan de marbre poli
fur lequel on pofe un Globe parfaitement rond.
Le Globe & le Plan fe touchent tellement fans
avoir aucune partie commune, que le premier
peut rouler librement fur le fecond. Il n’en fe-
roit pas de méme, fi quelque Point de la Sur-~
face ‘du Globe étoit ‘confondu avec quelque
Point de la Surface du Plan. '

Ceeft pour n’avoir pas diftingué ces detix Tan<
gentes, que 'on a donné 2 l'intrinfeque les ca.
racteres qui ne conviennent qu I'extrinfeque.
Nous allons les examiner Fune aprés l'autre.



S
Liv. il.
1I. SrcT.
1. ParT.

/ Cuav, I,
S VIL
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TANGENTE EXTRINSE QUE.
1.

L« Circonfévence dum Cerele me peut toucher
une Tangente extvinfeque que par un de fes
Posnts , on fi Lon vent, par une fenie de fes Di.
reltions infinsment. petites.

Car le Point qui fuir cetee Dite&ion, en for-
mant une augre qui fait Angle avec la premiere,
cette feconde ne peut étre couchée fur une
Ligne droite , & luk étre patallele : autrement
Ia Citconfésence du Cerele auroit trois Points
,ax}gés dans une méme Direllion, ce qui eft
ablolument contraire ¥ la nature de la Courbe.
La feconde Dire&ion fait- donc Angle avec la
Tangente , & par conléquent ne latouche point.
. La preuve tirde de Iégalité des Raions du
Cercle, eft ici dans toute fa force. Car le Raron
étant perpendiculaire fur la Tangente au Point
A, ne peut éere quablique fur ke Point fuivant.
Donc pour parvenir jufqu’ ce Point de la Tan«
gente , il faudroit quil &t&dc fa Cisconféren-
ce du Cercle. : :

Et quand méme on concevroit que deux
Raions obliques du Cetcle tirés fur une des Di-
re@tions de la Circonférence toucheroient la
Tangente, il eft cerrain qu'un troifiéme Raion
tir¢ au Point fubféquent, y dereit encore plus
oblique , & par conféquent ne pourroit arriver
jufqua Ia Tangente, fans fortir de la Circonfé-
rence du Cercle.
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Entre le Cercle & la Tangente extrinfeque,
o7 ne peut faire paffer-d antre Tangente extrin-
Jeque, o
~ Car le Point A du Raion touchant immédia-
tement le Point A de la Tangente, il faudroit
les Féparer our en introduire un nouveau; &
dés-lors la Eigne AB ne feroit plus Tangente.
Mais au-deflus de la Tangente extrinfeque,
on pourroit faire pafler une Tangente intrinfe-
que dont le Point A feroit le Point A duRaion.
Ces deux Tangentes feroient paralleles , & con-
tigues fans intervalle entre elles.

. 3. . o
~* Entre la Circonférence & la Tangente extyin-
que ; on powrrost faire paffer nne snfinité de Li-
nes Circulasves , qui ne toucherosent la Tangente
yue dans un fenl Point , on dans une fenle de fes
Direttions. o o '
- Car en prolongeant le Raion AC au-~deffus
du Centre, tous les Points de prolongement
peuvent étre le Centre d'un nouveau Cercle,
dont le Raion auroit pour dernier Point le Point

ommmmm—
Euv. IL
. SEcT.
J. PaxrrT.
CHar. I,
. VIL

A de la Circonférence du premier Cercle. Or.

le Point A eft uni par un frmple contac au Point
A de la Tangente. Donc le Point fuivant de la
nouvelle Circonférence doit séléver au-deflus
du Point fuivant de la Tangente. ‘

o C 4 :
Remarquons que dansle cas de deux ou d’un
plus grand nombre de Lignes circulairgs extrin-



t92  Gromertis MeTAmiysiQue.

fmensnumm (oques 3 lo Tangente, ces Ligtres circulafres fé
Liv. IL touchent intrinfequement, puifque le Point A.

II. SecT.
I. ParT.
CHAP. I,
§ VIL

de la premiere Circonférence eft commun 3
toutes les autres. ,

Mais fi nous fuppofons que d'mn Point pris
dans le prolongement du Raion AC, on décri~
ve une feconde Circonfétence dont le Raion
ait poor. dernier Point, non le¢ Point A de f2
premiere , mais [e Point A de la Tangente , cetre
nouvelle Circonférence intrinifeque 3 la Tan-
gente, me toucheroit quextrinfequement fa
sremiere Circonférence. Car elles n'ont aucun
{;oi'nc de commun, & leurs deux Points A ne
ne font unis que par le fimple contact.

D'oul il fuit, que dewx Circonférences qui ne
{¢ rouchent gu'extrinfequement, ne [¢ touchewt
que dans un feul Point ,. ou dans Lune de leurs
Diretions infiniment petites.

Car la Courbure des deux Circonférencey
n’étant paslaméme, & celle de [a feconde érant
mioins cloigaée de fa Dire&ion droite , le chan.

: ﬁ::mem de Dire&ion qui 'y fait doit &tre moirs

brufque que dans la premiere.. Par conféquent ,
puifque leurs deux Points A nefont unis que par
contact, les deux Points gui fuivent dans les
deux Circonférences, ne ?f: touchent point du
tout,

TANGENTE INTRINSE QUE.
Cette Tangente eft beaucoup plusimportante
¢ Fextrinfeque, La Géomérrie confidére or-

inaicement cette Ligne ¢comme le prolonge-
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ment d'une des Dire@ions de la Circonférence Smmmm——m—

du Cercle. Lav. 1L
. I1. SECT.

‘ " L L PazT,

- La Tangente intrinfeque ne pexs avoir de com~ CHar. L
mun avec la Circonférence du Cercle gwun fen] & Vik
Point entier, ou plutit, gw'une feule jn Dsrec-

. &ions infiniment petstes dqc la Csrconférence.

Car deux Dire@ions d'une Circonférence
font Angle. Or il n'y a point d'Angle dans 1a
fuite d'une Ligne droite. Donc deux Dire&ions
de la Circonférence ne peuvent fe rrouver dans
Ia Tangente.

2. :
Qwoique In Tangente intrinfeque & ka Circon~

Sférence ne puiffent avoir de commuz qu'un fend
Point ensier, dans ke fens qu'on vient de lexpls-
gquer, clles ons en commun des portions plys o
moins grandes de lenys Points fubfequens.

- Pour le prouver, fuppofons que la Tangente
intrinfeque AB foit prolongée par {'autre coté

dans Ja méme Dire&ion, enforte qu'on ait la

double Tangente FA,, AB. La Ligne circulaire

décrite du Centre C avec le Raion CA doit
venir joindre ce Point A pour fe l'incorporer.
Elle doit doncle faific par le flanc, & fortir pat.

Yautre flanc; car fi elle ne faifoit que gliffer-

deflus en en-haut, elle ne feroit qu'extrinfeque

2 la Tangente. Mais les flancs du Point Adela
Tangente font déja faifis dans cetre Ligne par

fes Points voifins. Donc pour parvenir au flane

du Point A, il faur que la Circulaire Senfonce

dans le Point qui le précéde, & s'en approprie -
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= une bonne partie. Or elle ne peut prendre une
Liv. 1L grande portion de ce dernier , qu'elle-n'en pren-
I SECT. pe une un peu moindre dans celui qui le pré-
léﬂ‘:‘:";' céde, une un peu moindre encore dans un pré.
s VIL. Stdent, & ainfi de fuite en rétrogradant jufqu’au
Point que la Circulaire ne fait (?ue toucher avant
que d’entrer dans l'intérieur de la Tangente.
Il eft manifefte que la Circonférence fortant
de A, fuivra [a méme route: de forte qu'il eft
inconcevable combien la Ligne circulaire s’ap-
propriera de portions de Points dans {on paffage
par la Tangente, fans lui en enlever deux en
entier. o

Mais fi cela eft indubitable de toute Ligne

circulaire intrinfeque 2 la Tangente, 2 combien
plus forte raifon le poutra-t’on affurer de-celles
dort - Ia Courbure approche plus fenfiblement

- de laDireion de la Ligne droite. Car prenanc
our Centre un des Points contenus dans le pro-
ongement indéfini da Rajon AC, on peut d¢-
crive une infinitd de Circonférences plus gran-
des les unes que les autres 2 Pinfini, & dontla
Courbure décroieroit A proportion. Or plus ces
Circonférences feroient grandes, & plus elles

entameroient de portions de Points, avant que .

darriver au Point A qu'elles doivent s’appro-

prier en entier,
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3.

Deux ou plufienrs Lignes circulaires de diffé-
vente grandeur , qui [¢ touchent intrinfequement ,
ne pesvent avoir de commun qu'un Point entser,
ou plutot une feule de lenrs Direltions infiniment

tites. :

- Liv. IL
II. SEecT.
I PazT.
Caapr. L.

§s. VI,

La Courbure de Ia Ligne circulaire eft déter-

minée par trois Points, c’eft-3-dire , par lama-
niere dont le troifiéme Point forme Ia feconde
Direction. Car v Puniformité de cetre Courbe,
il eft fir que les Diredtions fuivantes déclineront
comme la feconde a décliné de fa premiere.
Donc fi deux Cercles avoient denx Dire&ions
€n commun, leur Courbure fercit la méme, &
les deux Cercles fe confondroient. '

- 4 ,
Mais: les Ligues cinculasres qus [¢ souchent sr
infequement , pewvens avosr en commun une in-

Finité do Portions des Peints qui précedens & qui

Jusvent la Dircition qus lenr ¢ff commune ex ene

hier.

" Car £ la diffécence de la Ligne courbe & de

1a Ligne droite n’empéche pas que la Ligne cim -

culaire n'ait une infinité de portions de fes Points
communes avec la Tangente, & plus forte rai«
fon en doit-il érre de méine de nos Lignes circu
laires. Je dis , & pis forre rasfon. Car la Courbure
de ces Lignes étant en méme fens, la différence
entr’elles doit étre infiniment moindre, qu'entre
une circyjaire & une droite. Par conféquent , &
deux Circonférences paffent par le Point A de

la Tangente, elles sen dégageront, pendant

I8
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s oy’elles {eront.encore mutuellement engagées

Liv. IL.
II. SEcr.
1. PARrT.
Cuar, 1,
$’ VII-

.

dans leur propre capacité. ,

Il eft inconcevable comment on a pd s'ima-
giner , qu'une multitude infinie de Lignes cir-
culaires pouvoient fe joindre dans un Point in-
divifible , fans empiéter en aucune forte les unes
fur les autres. Si deux Lignes circulaires paflent
par un Point A, les deux Points, qui dans les
deux Circonférences précédent immédiatement
‘ceux qui vont fe confondre dans un Point com-
mun, doivent, finon fe pénétrer, du moins fe
toucher fans intervalle. Comment donc une

" troifiéme Circulaire mitoyenne pourroit - elle

arriver jufqu’au Point A? le paffage eft fermé
par les deux bouts qui fe touchent dans les deux
autres Circonférences. La nouvelle Ligne cir-
culaire, pour arriver jufqu’au Point A de la Tan-
gente , fera donc obligé d’empiéter fuir les deux
Points unis 1u’clle trouve fur faroute, Donc les
Lignes circulaires qui ont un Point de commun
fe toucheroient elles-mémes en plus d'un Point._
Donc les Lignes circulaires, auffi-bien que la
Tangente,ne fontpas deftituéesde touteLargeur.

J E me contente de ces trois exemples, quoi-
que je pufle en ajouter d'autres. Mais en m'y.
reftraignant, j'ai cfu devoir leur donner une
jutte érendue , pour fuppléer ce que javois omis
a deflein en traitant de ces Lignes, tant dans
le premier Livre de cet Ouvrage que dans le
commencement du fecond, . .

‘Au refte, je prie quon faffe attention 3 la
maniere dont jai procédé dans tquee cette dif

gufliony
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cuffion. - Je n'ai. pas dit : les Points ont une éten-
due réelle: les Lignes ont une Largeur quelcon-
que. Donc les Circulaires : donc la Tangente:
donc les autres Lignes droites fe touchent ou fe
coupent dans plus d’un Point. Mais confidérant
ces Lignes felon les idées les plus claires de
IEtendue , & revétues des propriétés que la
Géométrie leur fuppofe néceflairement , jai
prouvé® que dans leur union intrinfeque elles
avoient plus d'un Point de commun; & jen
conclus que les Points & les Lignes géométri-
quesconfidérées comme Elémens, comme ayant
une exiftence propre, ne font pas dénuées de
toute Etendue & de toute Largeur.

' CHAPITRE IL

Bucelle ot la grandenr que Lon doit fuppofer
_aux Elémens des Fignres.
: " r
N $. 1.

‘CONSIDERATIONS GENERALES.
€ 1 les Elémens ont une Grandeur réelle, quelle
eft-elle? faut-il la fixer? faut-il la lai(?er in-
déterminée? En un mot, quelle doit étre la
Longueur d’un Point, la Largeur d’une Ligne,
la Profondeur d'une Tranche de Solide? jufqu’a
préfent je me me fuis exprimé fur ce fujet que
d’'une maniere vague. Cette queftion eff im=

M

{

——

Liv. IL.
H. Srcr.
I. ParT.
CHapP. ‘1L,
$ K
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| gmemmm noreante: il eft tems de la traiter plus 2 fond

Lav.1l. . Dans lapratique de la Géomérrie,, on eft obli-
1. Sict.  of Jemployer des Elémens qui répondent 2 Ia
cﬂ' farT. grofliéreré des ouvrages que I'on veut confbrui-
H& . te. De grofles pierces cubiques fervent de
" Poings: des pierres taillées en fragmens de cow
gonne feront les Elémens d'une - tour ronde.
'Sagit-il do tracet un grand Quarré fur le ter-
zein? quatre fillons ouverts fuivaht la Drection
d'un Cordean sefr:z en f?rmctorm i’enf:inte}
Mais quelque foin que I'on apporte 2 la conf-
ttuéﬁonq:e c?; Pigures , on {ent qu'ellesne peu-
~ vent manquer d'étre défeCtueufess qu'd y aura
toujours quelque inflexion dans ces Lignes pré-
tendues droites, quelque chofe de plus ou de
anoins dans celles que I'on croft &gales. "Mais
a'importe: ces Figyres font faites poyc les yeux;
& les yeux-n'appergoivent pas des: différences

1 legéres. . . I
Il faur s'dlever au-deflus des bbjers fenfs-
bles. Les 4 pey pres w'ont pas lieu dans la Géo-
anérrie.. C,ette.‘&nence' ne s'occupe. des. Fign-
zes palpables, quen tant qu'elles font intelli-
gibles; & dans la région des intelligibles, les
Figures font parfaites. On eft. d’ailleurs obligé
de faire abftrattion de la grandeur particuliere
que chaque Figure peut avoir, patcequon y
confidere uniquement les propriées qui con-
viennent A 'efpéee-en général, & parconfiquent
aux plus-petites comme aux'plus grandes. 1l fauc
donc leur uppofer des Elémens: affez petits,
pour qu'ils puiffent entrer: dans lacompofition

e routes celles dune méme efpéee. -
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On eft fouvent obligé de faire abftraltion de =———

3

{érendue d'un Point, de la Largeur d'une Ligne,
de la Profondeur d'une Tranche du Solide. Mais
fi la folidité duv Point eft fenfible; fila Ligne eft
une barre maffive; fi la Tranche manifefte fon
aiffeur , I'abftraion ne peut étre que forcée.

Il faur donc concevoir des Points, des Lignes,
des Tranches dont Pétendue, la Largeur & I'é-
paifeur ne puiffent ére appergues que par la
petite pointe de Pefpric. ,
"ai déja conclu de ces confidérations que les
Elémens doivent étre d'une petitefle exceffive,
inimaginable. (4) Mais ces exFreﬂions font en-
core trop vagues, puifque l'efprit va bien au-
deld de l'imagination. Tichons de nous en for-
mer une idée plus précife. . :
Lorfque je regarde un objet coloré, je I'ap-
‘pergois au moyen d'un raion de lumiere qui
part de chague Point vifible. Sije m'arréte au
rapport de mes yeux, je regarderai ce Point
comme l¢ glgs petit Elément de la Surface colo-
" tée, Mais f1 j'examine ge Point avec un excel-
lent microlcope, 'atome fe transforme enune
vafte plaine, ol je découvre avec furprife une
multitude innombrable de nouveaux Points vifi-
bles, Que feroit-ce donc i je pouvois appliquer

a) Gcf:: ricelle ne peyt avoir lieu , comme Pon voi,

u(c pour les Dimenfions dont on a coutume de faire ab-
ﬂ:ra&icﬁ, ceft-a-dire, pour la eur & Ja Profondeur
dans la Tiigne ; pour la Profoudeur feule dans la Tranche
élémenx?n" ¢; & pour les trois Dimenfions dans le Point.
Car dhailleurs la fgn%ucur daps la Ligne, la Longueur &
Ja Largeur dans Ja Tranche peuvent &tre auffi grandes
que Pon judera a propos, " :

M ij

Liv. II.
II. SEcT,
I. PaxrT.
Cuar. 11,
s. lo
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Sesmamese 10 microfcope plus fort fur un de ces nou-
Liv. IL  veaux Points 2 voild la borne de I'imagina-
11. SEcrT. tion. :
L PART. o5 idées clalres font pour Pefprit ce qu'une
Cuar. I fi Tion d icrofeo {eroi les fz
5.1, fucceflion de microfcopes feroit pour les fens.
Dans le fecond, dans le centiéme , dans Ie mil-
Koniéme Point, jen appergois de nouveaux:
iy vois des Lignes : j'y vois des Surfaces. J'i
Leau difléquer encore ce millioniéme Poingy je
comprends qu’il m’y reftera toujours un Poim
dlémemaire’; & que je ne parviendrai jamais
au Point mathématique qui n’eft qu'une fimple
dborne. : ' ‘
Ou m’arréterai-je donc dans cette progreffion
irifinie? Si je defcends toujours, je ne trouvera
jamais le premier Elément de T'Etendue. Mais
fi je m’artéte, je fixe au Point une grandeur dé-
terminée; & dés-lors je n'ai pas le premier Ek-
ment de toute Figure poffible; car ce Point lui-
méme eft une Figure I];lide » qui doit avoir fes
¢rois Elémens comme toutes les autres -Figures.
Tel eft 'embarras onl fette cette queftion mé-
taphyfique. Pour s’en tirer, les Géoméeres ont
imaginé divers {yftémes, qui renferment eux-
mémes de grandes difficuleés.
Les uns ont dit quil falloit greufer I'idée de
TEtendue, jufqud ce qu’on parvint 2 trouver
des Elémens sndsvifibles; que laLigne eft com-
pofée de Points de cette nature; la Surface, de
ignes infécables dans leur Largeur; & le Soli-
de, de Tranches dont la Profondeur n'eft fuf
ceptible daucune diminution. Ces Points, ces
Lignes, ces Tranches feroient de vrées unités |
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en rigueur métaphyfique; & par conféquent Smmmmmemd
Elémlgnl:s de ,toutePFigu(r]e ppfﬁb‘li. . ~ Liv. 1L
Mais jof¢ dire que dans ce {y{téme on ne ré- I If‘“'
fout la difficulté que par une abfurdité palpable. én A: "I
Car ces. Elémens font-ils étendus , ou'ne le font- ¢ 7,
ils pas? Sils font étendus, ils font divifibles 3 -
Yinfini. S'ils font inétendus, ils ne font pas Elé-
mens de I'Etendue. Cé feront.des Points, dés.
Lignes, des Surfaces mathématiques, des Etres-
relatifs, de fimples Bornes; & nullement dés
patties intégrantes d’iin Tout. A ‘
. On paroitroit plus raifonnablé en fe réduifant
_a des indivifibles de fait , c’eft-3-dire, A des uni-
“tés fikices dont on sabftient de confidérer les
arties fubftantiellés. Mais 1°.on laiffe fubfifter
fé difficuléé dans toute fa force.. Car ces indivs-
fibles font dans la vérit¢ des Figures complettes
dont il faut chercher les Elémens. 2°. Quoique
la Géamétrie regarde fouvent les Elémens de
KEtendue , comme:dés indiviibles de fait, il eft
faux qulelle les regarde toujéurs comme teks. .
C'eft ce que nous avons prouvé dans e Chapitre
précédent. par linterfetion des Lignes tant
droites que courbes , d6nt. la.Setion commune
ne contient pas toujqurs des Points entiers , mais
le plus fouvent des portions de’ Poings plus
grandes les unes que.lés autres. .
La défeCtuofité trop. vifible de cette hypo-
thefe, a fait recourir 3 celle des infiniment pe-
tits : hypothéfe fans comparaifon plus, lumi-
neufe, & dont par conféquent il eft utile de fe-
former des idées précifes. Je vais ticher de Féx~
‘pofer clairement. ’ :

M iif
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pmasmmsusss f r{que 'on examine une pottion quelcon

Liv. 1L
11. SecT.
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que d’éteridue, on comprend que tant qu'on lut
conrioftra une grandeur conftante, elle ne peut
étre IElésent commun de toute Figare poffi-
ble. Car il eft clair qu'on pourroit ponfler Iz di-
vifion plus loin, & qu’on ne $arréte que par
lafﬁtuo{)e. Puis done qu’on doit con'c'evoir'lesglé-

- mens aufli petits qu'il eft poffible, il faur tout

Fls‘ 1.

dun coup les réduire A U'infiniment petit. De
cette forte, le Point premier Elément fera un
infiniment petit en Longueur , Largeut & Pro-
fondeur : La Ligne, déterminée dans fa Lon-
gueur , ferainfiniment étroite & infiniment mire
ce; & la Tranche élémentaire avec une Lon-
gueur & une Largeur affignables , n'aura qu'une
rofondeur infiniment petite. o

En effet s en confidérant le Point A premier
Elément ‘du Cube je m’apper¢ois aifément que
je ne dois lui fixer aucune Longueur. Car 2 je
la déterminois, par exemple, de Aeri e, ce fe-
roit un hazard fi le Point Ae¢ répété formoit
la Ligne AB. Suppofons-le néanhoins. Mais s'il
me plait d'allonger cette Ligne AB du demi-
quart de la Longueur Ae, ce demi-quart de
Point deviendra %Efément de la Ligne AB. Or
je peus encore allonger cette Ligne du demi-
quart du dernier Point, & ainfi A I'infini, en di-
minuant toujours dans la méme proportion la
Lonigueur du Point élémentaire, jufqu’ ce que
forcé d’abandonner toute fixation, je ne lui dof~
ne qu'une Longueur infiniment petite , qui le
fende Elémerit commun de toute Ligne poffi-

blea . . '
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" Yo procéderai de la méme maniere ¥ Iégard mm———
de la Largeur de Iz Ligne AB, & de la Profon~ Lav.II
deur de l2 Tranche ABC ; qui ne peavent dre H. SECT-
Elémens des Surfaces élémentaires & des Soli- - PART-

des, tant qu'on fappofera A la premiere une GH:: Pi,_n’
' Lar(%_em s &1 |2 feconde une Profondeer qu'en-

puille affigtier. y

- La difficuleé’ propofée n'eft cependant pas:

encoyg rement réfolue, Car, dira-t'on;, cer

Point' X, quot quinfiniment. perit, eft une Fi-
gute {glide dont il faut chercher les Elémens.-
Les infiniment petits ne font done pasles Elé-
mens communs de toutes les Figuzes poffibles.
©Les défenfeurs da fyfiémene lont pasefirayés
‘de cette objuction. 11 fuffic, difem-ils , que les
infiniment petits foient. Elémens: commums de
-toutes les Figures dont la grandeur eft déter- '
-minable. Il faudra chercher fes Elémens de -
~ces Elémens duny des énfiniment petiss d'vn fe-
cond ordre, & les Elémens de céux-ci dans des
- s#finimsens petiss d'un troifidme ordre, & ainft
“dordre en ordte: ¥ linfmi, fars qu'on puifle
trouver le forrd de-cet abyme. La diviibilité de-
FEtendwe Fouvre fous nos pieds : l'imagination -
-s'en effarouche 5 mais le Philofophie doic L'envi-
fager fans frémir.. R
Lors donc qu'onr demande quels fone les
- EEmens de route Figure pofiible , il faue fiavoir
- de quel ordre de Figures on veot patlery car
ehaque ordte a fes Elémens particuliers. I feroic
ridicule , par exemple , dexpliquer laconftruc-
tion d'une Figuke infiniment. petite’dir premier
ordre par les infiniment petits 1;/ituv"n*rguéme »
: v
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uifque les Elémens de I'érdre immédiatenemn
inférieur fufifent parfaitement.

La Géométrie ne ‘s'occupe. guéres que des
Figures finies , ceft-3-dire , de celles dent la

randeur peut étre fixée, parceque ce font les
Feules qui foient 2 ‘notre: ufage; & que nous
rhabitons pas dans Linfiniment. petit. L’infini-
ment petit du prenier ordre eftdonc le dernier
degré de- petitefle que nous puiffion nner
aux Elémens de nos Figures. La Géomr€trie ef
quelquefois obligée de defcendre aux infini
ment petits du fecond ordre ; mais rarement
jufqu’a ceux du treifiéme. .

La comparaifon de la Surface. colorée que
j'ai touchée plus haut, revient ici avec beauco
de juftefle. Les Points vifibles en font les Ele-
mens: il ne faut point-en chercher d’autres,
tant que cette Surface ne fera que I'objet de nos
-yeux. Ces Points vifibles répondent aux infini-
ment petits du premier ordre.

Mais {i jobferve un Point vifible avec un mi-
crofcope , ce.Point devient pour-moi une véri-
table Surface, ou je diftingue de nouveaux
Points vifibles' Elémens d'une nouvelle fuperf-

- cie. Voil les infiniment petits du fecond ordre.

Si je pouvois appliquer un fecond microfcope

. fur un de ces derniers Points, 'y découvrirois
une troifiéme Surface, dont les Elémens feroient
des Points vifibles d’un troifiéme ordre; & je
- defcendrois d'ordre en ordre jufqu’a linfini.
Telle eft Phypothéfe des infiniment petits. On

ne peut difconvenir quelle ne foit trés-ingénieu-

' _fe.Ellea lg,double, mérite.de réloudre parfai-
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femeht ladifficulté propofée, & d'élever I'efprit .
2-des vies fublimes fur la nature de I'Etendue.
Elle eft d'ailleurs fi bien li¢e dans toutes fes par-
ties, que dés quon.en admer les principes , il
.faut en admettre les conféquences. Car il eft
¢vident que sl y a des infiniment petits, il y
en a'divers ordres 2 l'infini. .

" On’.ne peut néarimoins fe diffimuler que la
xéalicé de ces snfiniment petits ne fouffre de la
difficulté. De grands Géométres la contettent :
-d’autres en doutent : preuve certaine de’la foi-
-blefle de notre efprit qui ne peut contempler
fixement linfini. Ne faifons dépendre d’aucun
Ay@énie la certitude-de la Géornéerie 5 & fi
“nous en adoptons quelqu’un comme plus vrai~
.femblable, que ce foit toujours en noys’ ren-
fermant dans les bornes de I'hypothéle. Une
_hypothefe plaufible quoiqu’incertaine , conduit
-fouvent aux connoiffances les plus importantes.
Celle-ci eft le fondement du calcul diftérentiel;
& cela fuffic pour en donner une grande idée 2
ceux mémes qui ne fcaurpient qu'hiftorique-
ment ce que la Géométr.ie doit au célébre Leib-
nitz, Co
M. Newton a faifi cette hypothéfe fous un
autre Point de vde , mais qui revient 2 peu prés
au méme. Sans examiner 3 les infiniment petits
font réels ou imaginaires, il les diminue par la
.penfée, & les conduit pas 2 pas julqu2 leur
anéantiflement. Il remarque leurs propriétés &
le changement de leurs rapports dans ces diff¢-
rens paffages: il s'arréte au dernier, & faifit la
grandeur au moment quelle vas’évanopir. Que

Lav. IL

1I. SEcr.

1. Parz.

Cuar. Ij.
S L
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S Jos infiniment petits fofent téels ou non, lamé-

Liv. II.

I1. SECT.

1. PART.
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thode de M. Newton retr eft pas moins fére.
Les découveites admirsbles qui en ont &é le
fruit, Je prouveiit inconceftablenent. '
La Géoméerie ordinatre 2 laquelle je confz-
"Cre cet ouvrage n'eXige pas qtie nous pénétriony
fort avant dans ces profondéurs. Sidonc je pa-
‘rois donner la préférence & Phypothefe des infi-
‘mirkens petits, ceft qu'elle me paroir plus pro-
‘pre quane autre 3 développer mes idées. Qu'on
rui bftitue fi I'on veut celte de lilluftre An-
-glois, les conféquences én feront toujours les
‘métnes. - S , '
L'eflenticl eft de ne pas coifondre les El¢-
-mens avec les Points, les Lignhes & les Sutfaces
‘mathidmaciques. Poutvd que-I'on donne quel-
que étenduc aux premiérs, il importe peu que
cexte érendue foit plus ou moins grande. En la
-Laiffant dams une indérermination parfaite , on
‘terid les Elémens communs & toutes les Figures
-imaginables. Car fi F'on en compsre deux de
-grandeur indgale, rien. nerhpéche de fuppofer

~ “dans leurs Tranches la ménie épaiffenr, dans
- leurs Lignes la méme Largeur , & la méme-Lon-

et dansleuts Pokits;quelqae puiffe étre cente
Longueur , cetre Largeut & cette Profondeur.
~ Mais-quoique les infiniment petiss ne foient

‘pas d'un ufage abfolument néceflaire dans la

Géométrie communeils n’y font pas néammoins
“érrangers, fur rout darns les Figures terminées

- par des Lignes ou des Surfices cousbes. Je crois

devoir eflayer de #¢ fairé fentit ’patmpgort&-
‘la Ligne cieculaire; la feule Coute qui-foit de
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notre reflort. Ce fera moins pout établir une
hypothefe , que pour exercer les Commengans,,
prouver de (plus en plus que les Lignes geomé-
triques ne font pas fans une Largeur quelcon-
que , & perfedionner par ce moyen la Méta-
phyfique de la Géométrie.

-§. 1L

INFINIMENT PETITS
de divers ordres dans les Lignes circuldire.r.j

W Y Ous avons prouvé par la conflruction du
Cercle, & fur tout en le comparant 1 tous
les autres Polygénes téguliers infcrits ou cir-
confcrits, qu'on devoit le regarder lui-méme
comme un Polygdne régulier d’une infinité de
Cérés. Si cette théfe adoptée par tous les Géo-
mérres, péche en quelque chofé, ceft peut-Eere
parcequ’elle ne donneroit pas encore des idées
affez relevées de®la Courbure parfaite qui ter-
~mine cette Figure. Quoiqu'il en foit , nous pou-
vons fans crainte examiner file Cercle, tranf~
formé fous la forme de Polygéne, doit avoir
des infiniment petits pour Elémens. Ce feroit
bien autre chofe, fi cette transformation dégra-
doit la Figure. ‘
Suppoffnt donc que le Cercle n'eft qu'un Po-
lygéne d'une infinité de Cérés, il fuit 1° que
le plus petit Arc d'une grandeur finie contient
de méme une nfinité de Cotés. Car comme il

—
Liv. IL

11. SecCT.
1, PAmT.
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s ne fant qu'un. nombre fini de ces Arcs

Liv. 1L
1I. SgcT.
I. ParrT.
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s. I,

compofer une Citconférence, entiere ,: celle-ci
n’auroit pas une infinité¢ de Cotés, fx chaque Arc
n’en-avoit qu'un nombre fini. o

2° Que chacun des Cotés dont la Circonfé-
rence du Cercle eft compofée,. eft infiniment
petit. Car sl étoit d'une grandeur affignable, il
r'en faudroit pas une infinité pour achever le
contour du Cercle. Et d'ailleuts ce Cété d'une
grandeur finie pourroit étre Corde dans un Cer-
cle que I'on pourroit circonfcrire.

Voila donc les infiniment petits bien confta-
tés par la nature du Cercle. Mais ces infiniment
petits l:'ont—ilS inétendus ou bien indivifibles on
en va juger. : .

Ce Coté infiniment petit doit avoir quelqne
Longueur : autrement. il ne- feroit pas Cote¢ de

Polygone. Sa Longueur eft fans doute au-def~
fous de toute Eongueur finie: elle eft comme
“rien. Mais étant infiniment petite , elle eft réelle.
. Sa Largeur eft laméme que celle de la Ligne
_circulaire. Nous avons prouvé’ que cette Ligne
“ne pouvoit exifter fans en avoir une infiniment
petite, puifqu’on ne peut la concevoir fans une
;£orne e convexité, & une de concavité. D’olf
_nous avons conclu que lidée la plus jufte que
T'on pouvoit fe former du-coté du Cercle ou dur
Point-Elément. de Ia Ligne circulaire, étoit de
" fe le’repréfenter comme un Trapéze infiniment
_petit; dont les deux Cotés paralleles differaient
infiniment peu en Longueur. =~
. Mais une différence infiniment petite dans un
infiniment petit, eR.un infiniment petit dn [econd:
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ordre; & Ceft de 'amas de ces infiniment petits S—
du fecond ordre, que fe forme ladifférence in- Liv. IL
finiment petite du premier ordre entre la borne II- SBCT
de concavité & la borne de convexité de la én f:“ﬁ
Ligne circulaire. ' s IL
La-Circonférence concentrique i la premiere
a {a borne de convexité égale 2 1a Kome de
concavité de la précédente. Par conféquent, fa
borne de concavité diminuera encore d’un in-
€iniment petit du prerpier ordre. Ainfi, fes pe-
tits Trapezes élémentaires feront égaux 2 ceux
de la premiere, 2 la différence &'un infiniment
petit da fecond ordre. Et comme les Trapezes
des deux Circonférences doivent étre des Fi
zes femblables, il faut fuppofer que la Largeur
des feconds, & par conféquent de la feconde
Circonférence , diminue auffi d’un infiniment
petit du fecond ordre.
J’en dis autant delatroifiéme Girconférence
& des fuivantes , qui vont en diminuant de Lar-
geur, jufqu2 ce quelles n'en aient plus quune
infiniment petite du fecond ordre, enfuite une
du troifiéme ordré & sinfi 2 Linfini, fans qu'on
puiffe jamais Lpuifer ces ordres, ni trouver un
Point fixe-od des Circonférences terminent leur
«diminution graduée; puifque les petits Trapézes
qu'elles ont pour Elgmens diminuant de Lon-
gueur 2 mefure qu'ils s'approchent du Centre,
doivent auffi, comme je I'ai déja dit , diminuer
de Largeur 2 proportion, afin d'étre abfolument
{emblables aux Trapézes fupérieurs, & former
avec eux leRaiontriangulaire dont noysavons

parlé plus haut,
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Toutes ces propriétés conviennent 2-tous les
Cercles d'une grandeur finie quelconque. Ainf,
fans nous embarrafler de fuivre dans ancun d'en
la dégradation des Circonférences concenti
ques, allons tout d'un coup au Point centrd,
gui confidéré comme ifol¢ du refte de Pefpac

u Cercle , & jouiffant d'une exiftence propr,
ne peut étre qu'un Cercle infiniment petit. Px
conféquent fa Circonférence n'aura qu’une Li-
geur infiniment petite du fecond ordre; s
Trapizes élémentaires feront auffi des infis
ment petits du méme ordre; & un infinimen
gztit du troifiéme fera Ja difftrence de lens

rnes patalleles, :

On voit ce qu'on doit penfer d'un autre Poin
central infiniment petit dy troifiéme ardre, &
ainfi_des autres 3 linfini, fans que jamais 00
puiffe arriver 2 un Point central qui ne feroi
pas un Cercle. Paffons a des preuves plus géo-
métriques.

Soit la Circonférence quelconque ABDE.

. D'un Point X immédiatement au-deffus du
Centre C & de lintervalle XA, foit décrice un
feconde Circonférence, Il eft évident que filor
acheve le Diaméere des deux Cercles dans h
Directiondy Raion AC, P'extrémité Z du Dig-
métre du fecond Cercle doit étre deux Pojnis
au-deflus de l'extrémité du Diamétre du pre
mier Cercle, c'eft-3-dire, qu'on pourra placet
un Point entre Z & D. Car le demi-Diaméue
XA ayant un Point de plus que le Raion CA,
doit s’érendre par fon prolongement XZ deus
Points au-deld de la premiere Circonférence.
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-Ces demanc nt étxe conteftées. Je
ne fuppofe ni i divifibilité dans le
Point central : jo suaaurc pour ce quil eft. Mais
quel. qu'il foit, on sie peut nier qu'il o'y ait un
Point de méme narure immeédiarement au-del-
fus, & un.autre immédiarement au-deflous du
Point C. Suivons donc la marche de la nouvelle
Circonférence déerite aver ces conditions. .
Les deux Lignes cirenlaises fe touchant in-
srinfequement.au Point. A, ont ce Point de com-
mun entre elles, ou, fillon veur, une de leurs

DireQions , & avoir plus d'une,
comme on ['a 3. Mais la feconde
Dire&ion de la {econde fortira-

telle ‘entierement ‘dela premiere Circonféren-
ce? Si cela étoir, les.troifiémes Diretions des

deux Circo roientplus du
rout, pas n ¢ on pourroit
placer un | enitre les qua-
eriémos Directions ; trors entee les cinquiémes,
& ainfi que la moitié de:la
feconde achevée & fiir par-

venue en 4. 4 y aurow aonc entre Z & D une
infinité de Points; & cependant par la confiruc-
sion il n’y én. dait avbir quw'an feul

1l eft donc imnofliblé ene la fecande Direc-
tion forte premiere Circon-
férence; & je dis laméme chofe des Dire&ions
{fubfequentes julques vexs le-Point B également
£loignt de A & de:IN. Par conféquent, la fe-
conde Direction. de :la.feconde Circonfésence
ne fera que commencer 2 quitter le fond-dela

premijere, la traifidme feleveraun peu plus, &

Liv. 1L
II. SEcT.
I PArT.
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s. IL



Lav. 1L
II. SBCT.
1. PArT.
Cuar. I
s. II.

192 GEOMETRIE METAPHYSIQUE.
ainfi de fuite, jufqua ce que la feconde Circon<
férence ait fait 2 peu prés le quart de fa courfe:
Donc ces Circonférences ont quelque Largeur.
Je ne fuppofe rien; mais je conclus. Tout le
monde a I'idée de la Circonférence du Cercle;
& Ceft fur cette notion commune que je raifon-
ne. : S
Mais qui pourroit exprimer ['effrayante pe=
titeffe de chaque élévation? Ly Largeur de la
Circonférence eft infiniment petite : je ne lui
fuppofe de réalité qu'autant qu'il lui en faut pour
n'étre pas tout-2-fait anéantie. Et cependant il
sy fait une infinité d’élévations, parcequ'un
quart de Circonférence contient une infinitéde
Points. Donc la grandeur d'une élévation n'eft
qu’un infiniment petit du fecond ordre. :
Ceeft vers le Paint B que les deux Circonfé-
rences commencent 2 fe détacher entierement.
Muais les Dire&ions.qui fuivent ne font pas éloi-
¢es 'une deI'autre d'un Point entier. Car les
fuivantes s’éloignant. encore davantage, il fe
trouveroit 2 la E: de {a demi-Circonférence une
infinité de Points, au’lisud'un feul, entre Z &
D. Par conféquent, la premiere Direction qui
commence 3 s'écarter de la premiere Circon-
férence ne peut sen éediter que d'une partie
infiniment petite d’uri Point : & c’eft en paffant
par ces gradations d'infiniment petits du fecond
ordre, que la feconde Circonférence arrivée
au Point Z fe trouvera diftante de la premiere,

de toute I'étendue d'un Point infiniment petit

du Iri'emier ordre. , .
eft inutile de fuivre la marche de notre
Circonférence
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Circonférence depuis Zjufqu'en E, & depuic E
Jufqu'en A. Les approchemens des deux Circon-
férences doivent Exivreen defcendant la méme
analogie, que les écartemens en montant.

Soit encore une autre Circonférence quel-

-conque ABDBE. :

' SOit e Point X, immédiatement an-deflous
-de C dans le Raion CA, pris pour Centre d’'un
nouveau” Cercle parfaitement -¢gal au premier.

Les Raions des deux Cercles érant égaux,
" Pextrémité Y. du Raion de lafeconde Circon-
férance doit étre immé Jiatement au-deffous du
Point A, & le toucher extrinfequement comme
X touche C. - :
"~ SiTen acheve le Diamétre des deux Cercles,
Pextrémité Z du fecond toucherale Point D ex-
trinfequement, mais en-dedans du premier Cer-
cle,commeY rouche A en-dehors. guivo'ns main-
tenant la matche de la feconde Circonférence.

Puilque Z ‘eft aurant en-dedans du premier
Cercle, que Y en-dehors, il faut que la feconde
Circonférence rentre dans la premiere , &
qu'elle y rentre 2 moitié¢ chemin vers le Point
B. Les deux Circonférences ont donc vers B un
Point entier de commun.

Mais. pour parvenir 2 cette union, il eft né-
ceffaire que les Points qui {uivent Y entrent peu
2 peu dans la capaciré de la premiere Circonfé-
rence. Car fidepuis A jufqu’en B ils ne touchoient

wextérieurement ceux de la premiere Circon-
arence, la feconde feroit plus que mille fois
déterminée 3 toucher extétieuremlsnt la pre-

[ ]
—Be
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Ytslissssimmn iere dans toute fon étendue , & le Point Z f

Liv. . trouveroit au-deflus de D, au lieu d’étre aw

1. Sect. deffous, ce qui feroit contre la fuppofition,

1. PART. Dyonc Je Point 2ui foit Y commence a pénétrer
fe

€Car.
$. 11

. 4ans la Circon

rence du premier Cercle, le
fecond un peu plus avant, & ainfi de fuite jufe
-qu’en B. Et comme il y a une infinité de Points
ou de Directions depuis Y julqu} 8, chaque
Point de la feconde Circonférence ne pénétre
dans la premiete que d'un infiniment petic da
fecond ordre. o

En fuivant la méme analogie, on concevr
eilément comment les Points de la feconde Cir-
<onférenice fortem peu 2 peu de lacapacité de
1a premiere depuis B jufqu'en Z comirent ils
« remtrent de nouveau depuis Z ou D jufqu’en
E; & commerit enfin ils en fortént une feconde
fois depuis E Jufqu’en Y ou A:- : -
- Je pourrois multiphier de pareils exemples
pout éablir de plus en plus la divifibilicé sf-
nie de nos Elémens. Mais il eft tems de quitter
«es [péculations abftraites, & de paffer d d'mr
wres plus utiles.

@@ | o |
. PR
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SECONDE PARTIE
L. SECTION.

s
Traist de In. Planimésris,
N peut ailZnient partager en claffes toutes
les Surfaces qu'il s'agit de mefurer.” -~
La premiere claffe comprend les Surfaces qui
partant d'une Bafe quelconque, confervent
toujours la méme étendue lgns sélargir ni fe
retréeir, & qui par conféquent font termindes
far quatre Lignes dont les oppofdes font paral-
cles. Ces Figutes fort les,Parallélogrammes
tamt recta frivelinds,

+
~ )

|t ]

Liv. 11,
IL. Skct.
1L Pakt,

« La fecofidechR: comprend toutes les Figu.

res, qui, partant d'une Bufe quekconque, vont
en fe retrécifline julge' ee quietles fe réunif
fent en un Point. A’ certe clafle appartiennent
1%, les Triangles. 2°. Les Trapizes & tous les
Quadrilateres icréguliers. Car dans ces Figures
les Cétés non paralleles, prolongés autant quil
en eft beloin, fe réuniroient dans un feul Point-
Sommet. Ces Quadrilateres ne font donc que
des Triangles tfonqués. )

La troifiéme clal?'e comprend toutes les Sur~.
faces, qui, pofdes fur une Bafe quelconque,

N ij
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Liv. 11,
1. Skcr.
I, PART.
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sélevent d’abord en s'élargiflant, & finiffent
‘enfuite en fe retréciffant. Tels font tous les Po-
lygomes de plus derquatre c6tésy tant- les régu-
liers qu'é lesirkdguliers. -~ 7~ el
La quatriéme claflg compzend toutes les Sur-

faces terminées par une Ligne courbe. Ces Fi-

gures éant desPolygdnes dupe inﬁi‘{lt& de Co-
tés, on auroit pi lés rénfermer darislatroifié-
me-claffe. On-a-déja-dit-que detoutesles Sus-
faces bornées par une Ligne courbe, la Géo-
métrie oedinaire -ne- eonfidere ‘que le Cercle,
Ceft-a-dire, le Polygone régulier d'une infinjté’
deCéuds. = - -7 Y
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& que la Li{gnc AB s'avangant parsticlemeney
t

Liv. 1L

fa premiere fituation, formoit la Surface ABCD.

1L Sct. D'l nous avons concla 1%, que 1z Ligne AB
IL. PART. 4eoie un amas de Points femblables au Point A,

CHar. L
S\ l'.

Fig. X0a

vi {e fuivent fans intersuption. 2°. Que la Sure
?ace ABCD ¢étoit un compofé de Lignes femblas
bles 2 AB poftes les unes a coté des autres fans
intervalle.

Si la Ligne AB ne sarrétoit point dans fa
courfe , jamais on n'ayroit de Largeur dérermi-
née, Suppofons danc OE’eUe s'arréte A une dif
tance quelconque de fa premiere pofition, la
Ligne droijte telle que AC, qui mefurera eetre
cette diftance, exprimera la Largeur de la Fi-

re.

" H n'eft nullement ndceffaire, comme Pon
voit, que la Largeyr foit égale 3 1a Longueur.
Deés que la Ligne AB s’avance hars d’elle-méme;
Ia Surface eft formée, foit qu'elle sarréte en-
dega ou au-dela du Pojnt C. gar conféquent , un
Parallélogramme rectangle, quarré ou nog

uarré , eyprime parfaitemeng la réunion des

leux premieres Dimenfions, & fait voir les Elé-
mens uniformes qui conftituent I'aire de la Fi-

ure. ,

Il faut donc connoftre la quantité de ces
Elémens uniformes, pour juger de Pefpace
compris entre les limites d'un Re¢tangle. Or
cette quantité eft réglée par le nombre, quek
qu'il foir, des Points contenus dans fa Ligne
AC. Caril eft évident que toutes les Ligres cga-
fes 2 AB, qui couvrent la Surface du Re@angle,
touchent ?a Ligne AC chacune dans un Pointa
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Poncilya dgaxs le Rectangle auzant de Ligues.
AB, qu'il y a'de Points dans AC. Liv. Il
. D'ailleurs la Ligne AC n'eft poipt étrangere M. Sscr.
aux Lignes AB,, On vecra méme,. en y failant. & l::”t:’
atcention , que cewse Ligne AC n'eft autre chofe 1
que l'amas jes extrcmités des Lignes AB. Orces.
extrémitds, prifes d’un feu] coté , font égales au.
nombre des Lignes.. .
. Ainfi I'on voit clairement, que pour avoir-
Laire du. Retlangle propolé, il ne s agst que de,
waliplier {wpe par Fauire les deux Lignes qus
cxprimpt la Longueul & la Largene, Celt-an
diree de prendre aurant de fois la Ligne AB;,
qu'il y a. de Points dans. Ja Ligne AC3. ou de
grendre la Ligne AC autant de fois qu'il y a de-
oints dans la Ligne AB. Car toutes les deux
peuvent étre prifes indifiéremment pour expri-
wer la Longueur oula Largeur. On congoit en.
effer que laSurface du Re@tangle pews €ure égar
lement compofée de I-,jgueséfémcntaires.éga.es
3 AC, dont les extrémisés feroient daus. AB,
ou de Lignes AB, dont les extrémigés feroient.
dans, AC..
On exprime cette propofition en dautresrer-.
mes, en difant, que /s Surface du Reftangle eff
& Produit de la. Bafe & du Cété, oun.bien, de.
deux Cotés qui fant. Angle.
Pour avoir encore.une idée-plias précile de-
- cette mefure dy Re&angle, fuppofonsla Ligne-
AB pastagée en Points quarres cantigus, Son.
mouvement parallele, en formant le Rectans
gle, le couvrira. d'un certain nombig dePoints,
quarres, qui ne laifferont, en::g;?ux aucuR. vule-
iv



200  GeoMerRIE METAPHYSIQUE.

gemmmmmes de; & la Ligne AC ne fera que lggrépétition du

Liv. IL.

I1. SECT.
II. PART.
CHar. I,

s. L

¥ig. 11,

Quarré A de la Ligne AB. Par coniéquent, le
nombre de Quarrés contenus dans le Rectan-
gle ne fera autre chofe que le nombre des Points
dont la Ligne AB eft compofée ; répété autant
de fois qu'il y a de femblables Points dans la
Ligne AC. Ainfi fuppofant 200 Points dans AB,
& 100 dans A€, l'aire du Re&angle fera cou-
verte ou compofée de cent fois 200 Points, Ceft-
a-dire, de 20000.

On voit bien que cettg fuppofition n'eft faite
que pour fixer 'imagination; car it eft impoffi-
ble de fupputer le nombre de Quarrés ifni-
ment petits qui doivent entrer dans la compo-
fition d’'un Re@angle quelconque. Mais pour
réalifer davantage la ?uppoﬁtion > partageons
les Lignes AC, AB en parties égales d'une gran-
deur arbitraire. Soit, par exemple, AC parta-
gée en 3 de ces parties, & AB en 4. Si par les
divifions de AC on tire des Lignes paralleles 2
AB, le Re&angle total fera pa:tagé en 3 petits
Rectangles dont la Bafe fera fgale 3 AB, & dont
la Hauteur ou Largeur ne fera que le tiers de
AC. Mais fi par les divifions de AB on tire des
Paralleles 3 AC, chacun de nos 3 petits Rectans
gles fera divifé en 4 Re@angles égaux, ceft-a-
dire, en 4 Cuarrés, puifque la Bafe de chacun
d'eux eft égale au Coté. Le Rectangletotal fera
donc couvert de 12 petits Quarrés.

Sil arrivoit que les divifions de la Ligne AC
ne pullent s'ajufter exaement fur la Bafe AB,
& qu'.présy avoir marqué 4 de ces parties, il
reftic une portion quelconque de Ligne, par
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exemple,, une moitié d'une des parties égales ,
cela ne formeroit aucune difficulté. Alors outre
les 12 Quarrés compris dans le Rectangle total,
H y auroit de plus une Bande de trois' demi-
Quarrés qui termineroit la Figure en BD. -

- Que I'on fafle aprés cela de plus grandes ou
de plus petites divifions dans les deux Lignes
~ dont la multiplication forme le Rectangle, il
en refultera feulement, que la Figure fera cou-
verte d'un plus petit nombre de grands Quarrés,
ou d’un plus grand nombre de petits. Mais il
fera toujours conftant , que pour avoir la Surface.
dn Reitangle, il faut mulssplier la Bafe par le
60té , ou le coté par la Bafe. :
* Je fuppofe toujours, comme Fon vcit, que
nos Lignes géométriques ont une Largeur réel-
le ; & nos Points, quelque étendue. Mais pour-
roit-on fuppofer le contraire fans tomber dans
une abfurdité palpable ? Comment fe pourroit-
il faire que des Lignes fans aucune Largeur,
formaffent par leur répétition uneLargeur réelle,
& que des Points fans étendue formaflent une
étendue plus ou moins confidérable? Prenons
ﬁarde que nos Lignes ne font plus ici de fimples
ornes , ni de fimples expreflions de Longueur ;
ninos Points, de fimples rapports de commertces
ment & de fin, mais que ces Lignes & ces Points
font des portions intégrantes d'érendue.

Liv. 1L

II. SecT.

II. PART, .

Cuar. L
s. L.

wentend-t'on en effet, lorfqu'on demande

quelle eft I'étendue comprife dans les bornes
d’une Figure? Aucune portion d’étendue n'eft
grande ni petite que par comparaifon : la gran-
deur & la petitefle font des idées relatives. St
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sy ['Egendue étoit compefée d'unités parfaites, it
Liv. .  divifibles, inétendues elles-mémes,, on pourroit-

1L SECT.
Il. ParT.
Giar. 1.

dire que la quantité d’Elémens de cetre efpéce
contenus dans une Figure, en donneroit la gran~
deur abfolue 5 & que les Figures feroient d’au-
tant plus grandes, qu'elles contiendroient da-
vantage de ces Elémens effentiels. Mais , non 2
FEtendue exclut de fon idée: ces unités qarfaj..
tes. Aucun Point, qui ne {oit lui-méme I'amas.
dlune infinité d’Elémens, divifibles eux-mémes.
en une infinitd d’autres Elémens fans borne &
fans fin. N eft donc impoffible de mefurer I'E~.
tendue par .des wnités, 3 moins que ce ne foient
des unités fitices , quin'excluent poiat la divis
fibilité. Ceft ce que nous avons fait en couvrant:
notre Rectangle d'une infinité de Quarrés infia
riment petits. Car quoique los infiniment petits,
foient fufceptibles de plus ou de moins dans leuz
ordre : quoiqu’ils foient eux-mémes compofés
d'autres Elémens infiniment petits du fecond
ordre, les premiers font néanmoins les unités
les plus parfaites, qui. puiflent enerer dans Iins.
tégration d’une portion détendue , dont lagrans.
deur . eft. aflignable. '

1l réfulte de-1a que I'on ne peut mefurer un
efphce que par des efpaces ’Plus petits 5 & cam-.
me ces efpaces plus petits font arbicraires , il eft
néceflaire que Lon en convienne. Pour aller
julqud la derniere précifion, nous avens été
obligés de recourir 3 des Elémens infiniment
petirs. Mais comme il n’y a point.de Figure qui-
n'en contienne une infinité, & que des infinités.
plus grandes & plus petites font un océan fags.
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five & fans fond, ce feroit en vain q]ue ]
effayeroit dans la pretique de juger de lagrans Liv. IL
deur d'un efpace par linfinité plus ou moing II. Sxor.
grande de ces infiniment petits. On a donc été g K:‘;‘
contraint d’avoir recours 2 des unités fickices Hs L
d'une érendue plus grofliere. On eft convenu
de certaines grandeurs fixes, aif®s 2 faifir par
Ia viie & par limagination, aufquelles on q
donné les noms de Perches , de Toifes, de Cou-
dées, de Pieds,dePouces, de Lignes. On divife
une Bafe AB & un Cété AC en un certain nome
bre de Perches, de Toifes, &c; & multipliant
le nombre des parties égales de la Bafe par cel-
les du Céié, il en réfulte que le Rectangle eft
eompofé d'un certain nombre de Quarrés dont
chaque Cété eft d'une Perche ou d’une Toife

our les grandes Figures; d'une Coudée ou d'un
Bied, pour les médiocres; gun Pouce ou d'une
Ligne , p8ur les petites.
" Mais, dira-t'on, puifque ces unités filkices
font d’inftitution arbitraire , pourquoi leur fixe-
t'on la forme quarrée? un Point re¢tangle-ob-
long ne pourroit-il pas également entrer dans la
compoliion d'un Reétangle de grandeur finie?2.
. 11 le pourroit fans doute, & nous en avons
tous les jours des exemples fous les yeux. Ceeft
1a forme que 'on donne aux pierres employées
dans les bitimens; & I'on peut faire un Re&an-

le trés-régulier avec ces pierres.

Mais les unités quarrées étant également pro-

pres A conftituer I'étendue d’'un Re&angle, il
eft évident qu'elles doivent 8tre préférées aux
nités oblongues; & cela pour deux raifons,
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smmmmw=  |°, Pour remplirun Rectangle de Poists obr
Liv. I longs, il faudroit divifer la Bafe & le Coté en -
IL. SBCT. parties inégales car la Longueur du Point ob-
2;::‘;1}" »fong- feroit plus grande que fa Largeur. Cela fe
.1, peut fans doute; mais on fent en méme tems
que cette méthode eft peu naturelle,. & qu'on
ne doit y recourir que dans le befoin, comme
fcar exemple, lorfquil eft queftion de fgavoir
nombre de pierres employées dans.une cou-
che re@angle d'un maffif. Mais lorfqu'on veut
feulement évaluer P'efpace contenu dansun Rec-
tangle, il eft beaucoup plusidans I'ordre de par-
tager en patties ‘égales les Lignes qu'il faut mul-
tiplier. Or le produit de ces parties égales donne
des Quarrés. Par.conféquent, on doit regarder
les unités quarrées comme les vrais Elémens du
Rectangle.. o
2°, En fait de mefures, il faut toujours choifir
les plus fimples, 1®plus fixes, & les plus aiftes
2 concevoir. Cette raifon décide en faveur des
unités quarrées. Si on dit que la Surface dun
tel Reétangle eft de 20-Pieds quarrés; tout le
monde entendra ce langage : la Figure du Pied
quarré fe peint vivement dans l'imagjnation :
une feule Ligne détermine laFigure, parceque
tous.les Cotés en font égaux. Mais fi I'on diloit
qu'un Re&angle eft compofé de 20 autres Rec-
tangles plus petits, on ne donneroit poiat d'idée
nette de fon éeendue. Car dans ces petits Rec:
tangles corime dans les grands, les deux Corés
qui font Angle font inégaux; & cette inégalité
reut varier 2 linfini. 11 faudroir donc fpécifier
a Longueur & la Largeur de ces petits Rectan=-
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ples; & malgré cette précaution , 6n-auroit —
. encore de la peine 2 faifir nettement laforme Liv. IL
de ces Sutfaces mefurantes. ' 11. Secr.
*. Pour terminer ce qui regarde le Re&angle, !é ':‘“I'j
il eft néceffaire d’avertir , que comme fa Surface ;I ll’f. !
n'eft autre chofe que le produit des deux Cétés
fuilant Angle , ces deux Cétés, par la méme rais
- don;, font appellés les Produifans de la Figure.
- Ayant donc deux Lignes quelconques pout
- former un Recangle , ces deux Produifans dé-
terminent tellement la Figure, que fa forme &
faigrandeur ne peuvent varier. En multipliant
«ces: deux -Lignes I'une parI'autre, on connoitra
Tefpace que contiendra le- Rectangle avant mé-
me quil foit conftrui. Tt ’
< 8i le Retangle' eft un Quarré, fes deux Pro-
duifans font égaux. On peut donc dire qu’il n’en
- a'qu’un, qui multiplié par lui-méme, forme la
Surface. Cet unique Produifant eft appellé Ra-
&ine du Quarré; & la Racine donnée, détermine
invariablement la grandeur de la Figure.

_ N § A
* OBSERVATIONS GENERALES

“Sur ‘la mefure desi Figures planes qui ne fons
: pas rectangles. o

Rlen de plus imple: & de plus intelligible - - !
AN\ que lamefure des Rectangles. LaLongueur
8 la Largeur y font exprimées fans muage pat
ies deux Lighes du: Périmétre qui font Angles
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g & |es deux Produifaris s’y montrent 2 découvets,

Liv. IL

II. SECT.
II. ParT,

CHar. L,
SO II.

Aufli fe porte-t'on naturellement a choifir cette
Figure pour faire des enceintes, a moins que
la néceflicé ou l'utilite ne déterminent 2 leur
donner une autre forme, o

. Sila Sutface de la terre n’avoit jamais éeé pare
tagée qu'en ReQangles, la Géoméerie feroft
long-tems reftée dans fa grofli¢resé pritnitive,
Quel motif auroit pd potter les hontmes a mé-

© diter fur la naturé & les proprictés des autréd

Polygdned dont on n'eut point fait d'ufage ? La
Géométrie eft fille du befoin. La natuse a tracé
les difiérens Polygones fur la Surface e la terres
onafouvent éé contraint de les adopter s lacome
modité & l'agrément les ont multiplids, Alo
il a fallu, pout évaluer I'efpace renfermd dans
Jeurs limites , comparer leur grandeus avec Pef~
pace connu des Surfaces retangles. Oum ocft
d'abotd contenté d'en juger par des approximge
sions fouvent fautives: Enfin les mécamptes od
Yon temboit journellement, ont impoft Fhens
reule néceffieé d'approfondir ce qui regarde les
diverfes portions d'étendue. T
En eflet, on s'appercoit aifément que la va-
leur de P'efpace contenu dans un Polygdne qui
n'eft pas reGangle ne faate pas aux yeun Cet

~ efpace eft fans doute le réfultat de la Longueur

Fig. 12,

& de laLargeur combinées. Mais otttrouver ¢és
Dimenfions, par exemple, dans un Triangle?
Si Pon prend la Bale pour Pexpreffion de ia
Longueur, quelle autze Ligne fera ['expreffion
de la Largeur ? une Perpendiculaire abaifl¢e du
Sommet {ur la Bafe denne la hauteur dy Trian*
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gle. Mais toutes les autres Perpendiculaites 3 i
«cette Bafe, font plus courtes que la Lighe de  Liv.IL
‘hauteur, & vont toujouts en diminuant, 3 me- - I Sxct.
fure quelles sapprochent des deux Angles in-- 2;’;":‘
férieuts. Parmi toutes ces Perpendiculaites, 5 py,
x:lle eft celle qui fera le figne de la Largmn
«dans la Figure ? o
Dailleurs I'efpace Plan eft néceffafement ke
Produit de deux Lignes produifantes multiplidos
fune par Pautre. Mais i I'on prend la Bafe du
“Triangle pour un des Produifans , quel fera Fau- .
-tre produifant? Si Fon muuleiplioit 14 Bafe par fa
hauteur perpendiculaire , on auroit un Rectan-
gle qui furpafleroit de beaucoup Pefpace triat-
-gulaire , aux yeux mémes les nioins clairvoyans.
chuel}edisdu'] lis de rousies
autres Polygores nc & jen’ai pas
befoin d’cng;'::e Fapplicsion. Il faudsoit doPnc
€enoncer A mefurer exadbement leur Surface, fi
Ton s'arréroit uniquement 2 les confidérer en
eux-mémes: & relle eft la difhcultd qui a touckn
00s peres, & qui les a forcds A méditer profon-
dément fur la nature des étendues bornées.
Leurs efforts n'ont pas été vains. Il n’y a point
de Figure, pour irréguliere qu'elle foit, 2 la-
quelle on ne trouve un Rectangle égal en éten-
due. Voila le gramd fecret-de la Planimétrie.
Des-lors toute difficulté difparoit. On .trouve
avec facilit¢ les deux Produifans de toute Sur~
face, qui ne font autres, que ceux mémés du
‘Rectangle qui lui eft égal. .On trouve les EKé-
-mens uniformes qui la conftituent§ & Fon dit
* .fans craindte de foutenic un paradoxe, que lr'- "~
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g Syrface de tel Triangle,par exemple, eft de
© Lwv. IL 20 Pieds quarrés: ce qui fignifie feulement que
IL SECT. ceree Surface eft:égale 2 celle d'un Rectangle
I(;I P“;' -que 20 Pieds quarres couvriroient exa&ement.
a :ﬁl *  Le bon fens dicte en effet que I'on doit avoir
i ‘uge mefure commune pour juger de 'efpace
contenu dans toutes les Surfaces que I'on peut
compard¥ enfemble. €ar I'efpace eft homogéne
- dans .toutes les Figures. Quelle confufion, fi
-chaque Polygone avoit fa mefure particuliere.
-Comment pourroit-on juger de'leur grandeur
- srefpe@ive? Il faut donc fe fixer aux unités ficti-
-ces.du Polygone , qui feul peut étre mefuré par
" -lui-méme. Par conféquent;, les petits Quarrés
.deviennent la mefure naturelle ge tous les Po-
:lygbnes, & méme de ceux aulquels cetre efpéce’
- ~d’Elément paroitroit le moins convenir. -
-~ 1l ne.s'agit danc plus que de déterminer les
Redangles égaux -2 chaque Figure; & ceft 2
«cette recherche que nous allons nous livrer en
examinant chaque efpéce de Figures planes felon
: -ieséclaﬂ‘cs dans lefquelles nous les avons diftri-
buées. . :

§. 111

Fig. 13, & ( :Ette Figure a tant de refflemblance avecle
14. com- -§_/Reétangle , qu'on feroit tenté de confondre
parées aveC Pefpace qu'ils renferment , lorfque les deux Co-

gs xl;i.g‘ 9*.4és qui font Angle dans I'une & Adans Pautre 5

Mefure du Parallélogramme incliné.

font
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font refpe&tivement égaux. En effet, I'on pour- s
roit concevoir le Parallélogramme incliné cou- Liv. 1.~
vert de Lignes AC ou de Lignes AB égalesaux If SecT.

Elémens du Re&angle. Il fembleroit donc que IC;IE;:‘T

s. 1L

pour avoir I'efpace contenu dans le Parall
gramme, il faudroit, ainfi que dansle Re&an-
gle, multiplier le Coté par la Bafe, ou la Bafe
par le Cotd. -~ - ,
_ Cette apparence peut encore étre fortifide
par un raifonnement fubtil. On dira que le Pa-
rallélogramme , ainfi que le' Re&angle, fe for-
me par le mouvément de la Bafe AB fur le Coté
AC, ou du C8t¢ AC fur la Bafe AB. Que par
confZquent, il faudroit prendre autant de fois la
Bafe, quil y a de Points dansle Cété; ou le
C6té, autant de fois qu'il y a de Points dans la
Bafe. 1l faudroit donc multiplief I'un par I'autre
%our avoir la Surface du Parallélogramme. Or
il y a autant de’ Points dans la Bafe & dans le
Coté ,.que dans la Bale & dans le Coré du Rec-
tangle, pulfquon fuppofe ces Lignes refpetive-
ment égales. Donc les deux Figures renferme-
roient le méme efpace. :

" Les Commencans qui méditent , ont peine 2
découvrir le faux de ce raifonnement; & jene
doute point que les anciens Arpenteurs n’en aient
été fouvent la dupe, fur tout lorfque les Parallé-
Jogrammes qu'ils mefuroient étoient médiocre-
ment inclinés fur leur Bafe. Mais I'expérience
les défabufabient6t. On vit qu'une forte incli-
naifon diminuoit fenfiblement 'efpace contenu,
& qu'on pouvoit abaiffer le Coté fur la Bafe
a up tel Point; qu’a peine la Figure contien:

' "0
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* par une Perpendiculaire EF abai
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droit-elle un efpace fenfible. Que I'on compare
en effet la Figure 14 avec la Figure 10, & mé-
me avec laFig. 14, on fera frappé de 1a petitefle
du Parallélogramme trés-incliné, relativement
2 Pefpace renfermé dans le Re&angle 10, &
méme dansle Parallélogramme 14. Cependant
ces trois Figures font terminées par des Lignes
refpe@ivement égales. LT
" Mais fans nous arréter & cette raifon qil ne
parle qu'aux yeux, Je dis que la marche méme
de la Bafe AB fur le Cté AC, montre fuffifam-
ment, que poyr avpir I'efpace contgnu); il ne
faur pas mulriplier ces deux‘Lignlcis_' l“lihéép‘ai:
Yautre. Je vois que dans cette ;ngfqhg',’ 1a Bafe
AB fe préte 3 deux Directions fepréfentées ‘pag
I'Oblique AC, fcavoir , la Dire&ion parallele
{3 premiere pofition, & la Diretion perpendi-
pnﬁire; Or la marche de AB felon la_ji)_)jtg&jdg
parallele ne donne qu'un mouveniént en Lo
gueur , & ne contribue en rien 2 Ia rqa,i;_(',_ﬁop
de I'efpace , qui ne s'opere’ que par ?e ‘mouve-
‘ment de la Bafe felo:fa Direction ‘perpéndicu-
Jaire. Donc le C6té AC ne peut étre prqduifant
de I'efpace qu'autant qu'il tient de cettederniere
j_Dircﬁg

on. Or ce qu'il en patti,éi&é ‘q&_bﬁi‘priml‘,
¢ fur la Bale

d’un Point quelconque du Coté ﬁlp'égie\ir.‘;cett‘p

“Perpendiculaiié imefure la diftance oyl eft AB 2

'égard de fa ’Preﬁiiere pofition;, loriq’elle a
‘parcouru I'Oblique AC. Donc I'efpace produic
par le-mouvement de-la Bafe, doit étre mefuré
Ppar ka hauteur, perpendiculaire ,'& pon par le
Cocé obligge. ™~ - B
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" "De plus: I'efpace réfulte de la combinaifon
de 1a Longueur & de la Largeur. En prenant
donc 1a Bafe du Parallélogramme pour I'exprefe
fion q;;a Longueur de la Figure, fa Largeur
fera-telle exprimée par ke Coté oblique, ou par
la Hauteur perpendiculaire ? 11 ¢ft manifefte que
C'eft par cette derniere Lighe. Ayant une Régle
ABCD Re&angle d’'une Longueur & d’une Lars
geur quelconque:: fi par les deux extrémités I'on
en retranche deux petits Triangles, & que 'on
~ .&n faffe un Parallélogramme incliné , jamais if
ne viendra dans {'efprit de perfonne, que par
¢e retranchement la Régle ait acquis plus de
Latgeur. Cependant fes nouvelles Limites laté-
tales AE, FD font plus grandes que les ancietis
nes AC, BD. Donc le Coté AE n’exprime point
Ia Largeur de la Régle dans fa nouvelle fitua=
tion: ceft toujours I'ancien Cdté AC, ou une
aytre Perpendiculaire équivalente. Par confé-
quent, pour avoir l’efpace de ce nouveau P3:
ralltlogramme inclin€, il faut multiplier fa Ba=
fe, noti par le Cdté obliqué, mais par la Ligne
de Hauteur perpendiculaire. . i
Ces raifonnemens péremptoires ne laiffent
aucun doute fur le parti qu’il faut prendre. H y
a donc un Paralogifme dans Fargument fubil ,
qui femble conduire 2 une autre conclufion. T4~
chons de faire fentir ce qu'il 2 de défectuedx.
"~ Soit 1a Bafe AB, le Cété oblique AC, & la
Petpendiculaite EF. SiI'on fait mouvoir ABle
Tong du Cété AC, cette Bale coupera perpendi-
culairement EF dans tous fes Points, & touchera
. ébliquement rous les Points du Cgté AC. Ainfi;

: Ly

l

)

Liv. I,
11. SECT.
II. PART,
Cuar. I.
s. 1IL

Fig. I Sq

\

Fig. 13. &
14-.
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e e, fuppofant cestrois Lignes partagées en Points
Liv. Il égaux, il faudra dire que la Bafe n’aura jamais
11. 38cT.  qu'un Point de commun avec la Pctﬁendiculaim

11. ParT. EFS mais qu’i chaque pas elle touc

era plus de

Cuar. L 1o valeur d’un Point fur le Coté AC. Eneffet, la

§. U1,

Bafe AB ayant une Largeur infiniment petite,
ne touche pointle Cété AC parune Limite per-
endiculaite , mais par une Oblique tracée dans
propre Largeur , & toujours plus grande que
Ia petite Ligne perpendiculaire par laquelle elle
frappe le Coté AC dans le Rectangle. Par confé-
quent , en fuppofant les trois Lignes AB, AC,
EF partagdes en Points égaux, ceft-d-dire, en
Quarrés infiniment petits , il eft clair que AB qui
ne coupe qu'un Point 3 chaque pas dans la Per-
Fendiculaite EF, entouche la valiul; de plusd’un
ur le Coté AC, ainfi qu'il a été expliqué ci-
deflus plus au long. ,
" 11 fait de-13 1° quiil y amoins de Lignes AB
dans la Surface du Parallélogramme, que de
Points dans le Coté AC; & que par cou&quent
la multiplication de AB par les Points de AC.
donneroit un efpace plus grand que celui du

_ Parallélograme.

2% Que le nombre des Lignes AB eft déter-
miné par le nombre des Points de la Perpendi-
Laire EF plus courte que I'Oblique AC; & que
par confequent cette Perpendiculaire EF eft le

- fecond Produifant du Parallélogramme.

Je ne puis m'empécher d’obferver encoreici,
combien il eft néceflaire d’avoir égard 2 I'éten-
due des Pojnts & 2 la Largeur des Lignes géo-
métriques, Les partifans des Elémens indiviibles”
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ne pourroient {& tirer du raifonnement: fubtil ==m—
par lequel j'ai commencé: ce Paragraphe. Car Liv. I
une Bafe: fans Largeur ne touchera jamais: en - SBem
s'élevantqu'un Point indivifible-dans le Cété du IC{:\?';'
Parallélogramme:, foir rectangle -foit ineliné& g jrp,
Donc pour-avoir la Surface de I'un & de Iau-
tre, il faudra prendte la Eigne AB autant-de
fois qu'il’ y a de Points inétendus dans le Coté:
"AC. Cependamt il eft évident-d'une autre parr;,
que dans un Parallélogramme ineliné, il faut
prendre la Bafe autant de fois qu'il y a de Points
dans la-Ligne de‘Hauteur, puifque la Bafe-en
's'élevant’ ne coupe d1afois qu'un feul Point dans
cette Perpendiculaire.-Qn-pourroit donc 2 fon
choix prendre-pour fecond Produifant du Pa-
rallélogramme, ou la Ligne de Hauteur ou le
?c”)té oblique, ce qui eft de l& dérnicre ablur-

ité; puifque le-Coeé oblique a toujours plus de-
Longueur' que lx Hauteur perpendiculaire; &
dautant plus, qu'il eft plus oblique. Comment
ceux qui s‘a;i;pliquent a I'étude de lx Géométrie
ne {eroient-ils pasici déconcertés ¥*On leur atou-
jours dit que-lé Point étoit: inétendu; & la L
gne fans Largeur ; & tout d’un coup ilsfe voyent
eontraints d’'abandommer - cette hypothéfe, pour
n'étre pas obligés de regarder le Coté du Pa-
rallélogramme- oblique: comme le fecond Pro-
duifant de la Figure:. '
~ 1l faut-pourtant avouer qu’it le pourroit étre-
en un fens , qut n'eft nullement contraire-%
" ce que nous venoms détablir. Cleft ce qu'il eft
befoin d’expliquer pour achever d’éclaireir-ce
qui concerne le Parallélogramme incliné.

Q iij
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pmewemws  Prenons un Rectangle & un Parallélograms

Liv. I me dont les Cotés foient refpe@ivement égaux,
IL SECT. tels que font les Figures 11 & 17. On pourra
ILPART. givifer la Bafe b en 4 parties égales, & le Coré

€CHar. L

§ 1L
Fig.x11.
37.

ac en 3 3 & ces divifions fergnt égales dans les

& deux Figures. Si par les divifions du Parallélo-

amme incliné , on tire des Lignes paralleles 3

a Bafe & au Cété, la Surface g‘tmuvera par-
tagée en 12 Lozanges égales, comme le Rec~
tangle en 12 Quarrés éganx : & de plus, les -
Cbtés de ces Lozanges ou Rhombes font égaux
3 ceux des petits Quarrés. On pourroit donc
multiplier 1a Bafe ab par le Cété ac, & le pro-
duit donneroit la Surface du Parallélogramme
en Lozanges. Le Parallélogramme incliné tient
de fa conformité avec le Rectangle le privilége
.de pouvoir étre partagé en Elémens égaux &
fimilaires. Mais chacune de ces Lozanges étaht
elle-méme un Parallélogramme incliné , eft plus
petite en Surface que le Quarté, quoigu'elle lui
foit égale en Périmétre.

En diminuant de moitié les divifions de la
Bafe & du Cété, le Parallélogramme fera cou-
vert de 48 Lozanges, dont chacune ne feroit
‘que le quart des anciennes. Par conféquent, fi
cette’ diminution étoit pouffée 2 linfini, on
pourroit concevoir la Figure, comme remplie
de Lozanges infiniment petites. -

En ce cas, au lieu de partager la Bale ab &
le Cété ac en Points quarrés, il faudroit les fup-
pofer partagés en Points lozanges : & dans ce
fens, pour avoir la Surface du Parallélogram-
me, on pourroit multiplier le nombse des Lo~
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Lwv. IL,

;&n%cs de la Bafe par le nombre des Lozanges S
u .

Geé.

. Mais il faut remarquer 1° que de-Ril ne fuic I Secr,

nullement que I'efpace du Parallélogramme fut
Ie méme que celui du Re&tangle. Car quoique
le nombre des unités lozanges de I'une des Figu-
res fut le méme que celui des unités quarrées de
Fautre, chaque unité quarrée érant plus grandé
que chaque unité lozange, le total des Quarrés-
donneroit un plus grand efpace que le total des
Lozanges. :
2° On ne pourroit partager Ia Ligne de Hau-
teur perpendiculaire en unités lozanges; car la
Bafe en sélevant ne peut la couper que perpen-
diculairement 5 & par conféquent (lleur, fection.
commune ne peut tre qu'un Quarré. Ainfi, la
Ligne de Haugeur ne peut étre fecond Produi-
fant du Parallélogramme, qu'en fuppofant la
Bafe partagée en Points quarrés. Car on multi-
plie des Quarrés par des Quarrés, & non par
des Lozanges. ‘

Tout cela, comme l'on voit, saccorde par-
faitement avec ce que nous avions établi, & fur-
tout avec la divifibilit¢ des Points & la Largeur
des Lignes géométriques. Mais il en réfulte une
diﬁ'icuﬁé quil eft 3 propos-d’examiner..

Le Parallélogramme incliné, dira-t'on, peut
étre couvert d’unités lozanges, & ne peut 'étre
d'unités quarrées. Ces unités lozanges ne da-
vroient-clles pas étre regardées comme la me-

I.PART,

1
Cuar. I,

s. oL

fure naturelle de la Figure? I feroir ridiculede -

mefurer le Rectangle par de petites Surfaceslo~
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zanges qui ne peuvent le couvrit exa&tement }
ne feroit-il pas également ridicule de mefurer fe
Parallélogramme incliné par de petites Surfaces
quarrées qu'on ne pourroit arranger dans fon
enceinte ? Si le Cété peut étre le fecond Produi-
fant de cette derniere Figure dans le fens qu'on
Ya expliqué, ne doit-il pas étre préféré 2 la Li-
ne de Hauteur, laquelle en quelque fagon eft
ctrangere au Parallé¢logramme? '
Je voudrois que ceux qui fe donneront Ia pei-
ne d’étudier cet Ouvrage, sarrétaffent ici un
morment pour trouver deux-mémes la folution
de cette difficulté,, dont le clinquant ne peut en
impofer qu'd ceux qui ne réfléchiffent pas fuffi-
famment. )
Quoiqu’il en foit, il eft aifé de répondre que
les unités lozanges feroient fans doute préféra-
bles dans ce cas-ci, fi elles avoicnt, comme les
‘unités quarrées, une grandeur fixe & détermi-
née. Car comme le Parallélogramme incliné ne
renferme pas tant d’efpace que'le Re@angle,

‘quoique leurs Cotés foient refpectivement
. A . . . -
‘égaux, de méme les petites Lozanges contien-

nent moins d’efpace que les petits Quarrés, mal-

gré I'égalité de leur Périmétre; & cet efpace eft
‘d’autant moindre , les Cotés reftans les mémes,

que les Lozanges font plus inclinées.
On ne nous apprend donc rien, en nous di-
fant que tel Parallélogramme eft couvert de 12

‘Lozanges dont le Coté feroit d'un Pouce. Car

cette condirion ne détermine nullement I'efpa-
ce'contenu dans la Lozange. 1l faudroit la me-
furer elle:méme par la Ligne de Hauteur per- -
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pendiculaire, multiplide par la Bafe. Or une
mefure variable qui ne préfente rien de fixe 2
Tefprit , & qui a?:efoin elle-méme d'étre me-
furée , n'eft point une mefure naturelle d'un plus
grand efpace. Il n’y adonc que les petites Sur-
faces quarrées qui puiffent mefurer exatement
le Parallélogramme incliné , ainfi que le Re&an-
gle. Or I'on trouve ces petites Surfaces quar-

_tées en multipliant la Bale par la Ligne de Hau-
teur, qui eft d’autant mains ¢erangere 2 la Figu-
re, quelle feule en exprime la véritable Lar-
geur.

Par le moyen de ces deux Produifans, lame-
fure du Parallélogramme incliné , ne fouflre pas
plus d’ethbarras que celle du Re&angle. Car on
Tgait d'abord que cette Figure eff égale e efpace
au Reclangle de méme Bafe & de meme Hautenr,
c’eft-2-dire , au Rectangle qui auroit pour Bafe
celle du Parallélogramme incliné,, & pour C6-
¢, la Ligne de Hauteur du Parallélogramme.
‘Cette vérité eft fi effentielle , qu'on me permet-
tra d’en apporter quelques preuves dire&es.
Elles feront une nouvelle confirmation de ce

'qui a déja été établi dans ce Paragraphe.
I )

Soit un Parallélogramme incliné quelconque
ABCD. Du Point C foit abaiflée fur la Bafe une
Ligne perpendiculaire CE, & du Point D une
autre Perpendiculaire DF fur la Bafe prolongée.
Par le moyen de ces deux Perpendiculaires
. “tirées dans un efpace parallele, on a le Re&tan-
gle EFDC de méme Bafe & de méme Hauteur

Liv. I1.
II. Secr.
11. PART.
CHar. 1.
s. 111,

Fig. 18.
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que le Parallkélogramme : de méme Bafe ; carl3
Bafe EF com tifg entre les deux Perpendicu-
laires eft égale A Ia Bafe fupérieure CD. Or CD
eft égale 3 AB Bafe du Parallélogramme. Donc
EF efgi égale 3 AB. D¢ méme Hamsewr : cette Hau-

.teur eft également exprimée dans les deux Fi-

gures par la Perpendiculaire CE.

- Or Feibacc contenu dans le Re&angle EFDC
eft égal A [efpace compris dans le Parallélo-
%ramme ABCD. Car pour former le Re&tangle, -
il a fallu retrancher ‘du Parallélogramme’ le
Triangle ACE, & ajouter le Triangle BDF, le
refte de I'efpace EBDC étant commun aux deux
Figures. Il ne s'agit donc que de fgavoir file
Triangle retranché eft égal au Triangle ajouté.
Or cette égalité eft manifefte. Car 1°. le Coeé
AC eft égal au C6té BD. 2°. LaPerpendiculaire
EC, 2 la Perpendiculaire FD. 3°. Le Coté AE,
au Coté BF; car ces deux Lignes marquent la
diftance des deux également obliques AC,BD
‘aux Perpendiculaires partant des mémes Points
C & D. 1l feroit également aifé, s'il en étoit be-
foin, de prouver F égalité refpecive de tousles
Angles de ces deux Triangles re®angles. Par
conféquent, /s Surface du Parallélogramme in-
cliné ejt égale a celle du Reélangle de méme Bafe
& dec méme Hautexr.

2’

Dans un efpace parallele foient canftruits un
Reftangle & un Parallélogramme incliné de
méme Bafe. Il n’eft pas befoin de prouver qu'ils
ont la méme Hauteur perpendiculajre.
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Soit le ReGangle couvert de Lignes égales & s

paralleles 3 la Bafe AB. Seient encore toutes ces L
Lignes prolongées jufqu'an Coté bd dy Parallé- >

logramme. 1l eft évident-qae la prolongation
de ces Lignes couvrira exagt

parallele, & par conféquent tout le Parallélo-
gramme incliné. Toutes les parties de ces Lignes
prolonFées, font égales 2 4b, & par conféquent
a la Bafe du Re&angle. Par conféquent, tous
les Elémens du Parallélogramme font égaux 2
ceux.du Re&angle. Or il eft manifefte que le
nombre des Elémens du premier eft le méme
que celui des Elémens du fecond, puifque les
Lignes élémentaires du Parallélogramme ne

font que le prolongement de celles du Rean-:

gle. Donc le Paraliciogramme eft égal au Rettane
gle de mime Bafe & de méme Haustenr.
Suppofons que les deux Lignes qui forment
Pefpace paraﬂele foient pto%o
ment : tous les Reftangles qu'on y pourrois
conftruire, auroient ‘non-feulement la méme
frandcur, mais auffi la méme forme. Un feul
es rePréfente tous.
Il n’en eft pas ainfi des Parallélogrammes in-
clinés de méme Bafe & de méme Hauteur que
le Re&angle; car leur inclinaifon, leur forme

& la Longueur de leurs Cotés «c, &d peuvent

varier 2 linfini. Mais quelque inclinaifon qu'on
leur donne, il eft démontré qu'étant égaux au
Re&angle, ils font aufli rous égaux entre eux. .

3

ement tout I'efpace -

ngées indéfini- .
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*
CHAPITRE IL
Figures de la feconde Claffe.

§. 1.

MESURE DU TRIANGLE.

Lll mefure du Triangle;, qui d'aberd nousa
sparu (i difficile A découvrir , neft plus qu'un
jeu depuis que nous connoiflons celle des Pa-
rallélogrammes. Pour peu qu’on y faffe atten-
tion, on s'appercevra que le Triangle n'eft au-
tre chofe que la moiti¢ d'un Parallélogramme
partagé en deux parties par une Diagonale.

~ En effet, prenant un Triangle quelconque,
& pour Bafe tel de fes Cotés que 'on voudra,
comme AB; les deux Cotés fe réuniffant en un
feul Point, le Triangle doit étre cenfé tracé
dans un efpace parallele. :

~ Soit donc tiré par le Sommet C une Paral-
lele 2 AB. Sur cette Parallele prenez CD égale
2 AB, & joignez les extrémités D & B par une
Ligne droite. Cette Ligne fera auffi parallete
au Coté AC, puifque les égales & également
inclinées AB, CD mefurent la diftance qui les
fépare. Nous avons donc le- Parallélogramme

~ ABCD de méme Bafe que le Triangle, & auffi de

méme Hauteur, puifque les deux Figures font
comprifes dans le méme efpace parallele. Mais
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BC P'un des Cotés du Triangle érant Diagonale
du Parallélogramme, partage celui-ci en deux Liv. IL
- Triangles égaux. Donc le Triangle ABC eft L. Skcr.
moitié¢ du Parallélogramme ABCD. 2'11:"3.

Or la mefure du Parallélogramme eft le Pro- }; L
duit de fa Bafe par [a Hauteur perpendiculaire.
Donc I mefure du Triangle eft le Produit de
fa Bafe par la moitié¢ de fa Hauteur,oudefa ..
Hauteur par la moiti¢ de fa Bafe. _

1l fuic de-12 1° que tousles Triangles de mé- Fig. 214
me Bale & de méme Hauteur font égaux. Ce
Corollaire eft d'un grand ufage dans la Géomé-
trie, parcequiil fait connoitre fans aucune dif~
cuffion I'égalité d’'un grand nombre de Trian-
gles d'une forme £ diftérente, qu'on ne feroit
pas méme tenté de les comparer. -

11 fuit 2° que I'efpace contenu dans un Trian- * Fg- 22¢

e reCtangle eft le Produit d'un des Cotés de

Angle droit pris pour Bafe, par la moitié de
Fautre Cété. Car ce dernier écant perpendicu-
laire , exprime la Hauteur du Triangle. '

3°. Que le Triangle oft égal au’Parjlélogram- Fig. 23. &
me de méme Bafe & de moitié de Hauteur : ou 24.
bien au Parallélogramme de méme Hauteur &
de moitié de Bafe.

.

. L )
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Liv. {I.
11. Secr. : : e
ll- PA‘T: ' 5. I I.
C:‘;'. .. Mefure des' Quadrilateres srréguliers,
& [ploialement dw Trapeze.
‘ | o . .
- Fig. 2§, LEs Quadrilatéres irréguliets font de vrais
3 Triangles tronqués. Car en prolongeant les
s

Cotés oppofes non paralleles, ils iront fe réunir

&n'un Sommet commun. '

- Ainfi, pour avoir la Surface de certe Figure,

on pourtoit prendre celle du Triangle total,

en retrancher la valeur du petit Triangle ajou-

té: le refte fera la valeur du Quadrilarere. - -
Majs il eft bien plus court & plus fimple de

- pantager la Pigure en deux Triangles par}le

- moyen dune Diagonale , & de mefurer les deux

Fig. 26.

T:ia_ngl_cs I'an apees Idutre. , o
" Le Trapdze eft aufll un Ttiangle tronqué} &
ar confdquent o pourroit le mefuret comme

* 163 autres Quadrilateres-itréguliers. Mais fa pro-

priéeé d’avolr deux CBrés oppofés paralleles lul
dome une forte de tégularitg » qui le diftingue
avantageufement des autres Quadrilateres, &
qui mérite qu’on le confidere ayec plus d'atten-
tion. D’ailleurs cette Figure eft importante dans
la Géométrie. Nousavons déja vu que les Cotés
du Polygdne circulatre font des Trapézes infini-
ment petits; & la fuite nous fera connoitre les
grands ufages de cette Figure. Ceft par cette
confidération que les Géométres ont entrepris
de laréduire directement au Parallélogramme ,
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€eft-2-dire, &y trouver les deux Produifans du m———s
Paralltlogramme auquel elle eft égale. Liv. I,
" Obfervons 1° que le Trapéze ayant deux de 11- SBcT»
fes Clrés oppofés non paralleles, il eft néceflai- g 1::":[
te que les deux Cétés paralleles foient dinégale ¢ Yy,
Longueur. On les défigne par les noms de gran-
de Bafe & de petite Bafe; & I'on prend ordi-
nhaitement la grande pour la Bafe de la Figure.

2% La Hauteur du Traféze elt exprin-i?: par
une Perpendiculaire abaillée d’'un Point quelcon-
que de la Bafe fupéricure fur l'inférieure.

"~ Cela polé : je confidere que fi je multipliois
1a grande Bafe AB par la l-?autcur EF, le Pro-
duit feroit trop ‘grand’ Car il eft vifiblement
Faux que la Bafe AB foit contenue autant de
fois dans le Trapéze, qu'il y a de Points dans
EF. D'un autre cbté ,‘?1 je multiplie la petitp
B%fﬁlCD pa; li; Haut’ca;g EF, il eft également
vifible que le Produit fera trop petit ; puifque
€D mt“?: parallelement 2 elle-&g'he le rong de

‘ne pourroit couvrir tout le Trapéze.

. Mais je m'imagine que prenant EF pour 'in
des Produifans, je trouverai l'autre dans une
Lighe qui tiendroit le milieu entre la grande &
fa petite Bafe, c'eft-a-dire, qui furpafleroit la
?etite Bafe en Longueur , autant qu'elle-méme

eroit furpafiée par la grande. Ceelt ce que I'on

appelle une moyenne arithmérigue.

~ Je cherche donc cette moyenne arithmétique;

‘& pour la trouver, je conlidere que ﬁge vous

- ois couvrir tout I'efpace du Trapéze par le mou-
vement de la Bafe Fupérieure CD, il faudroit

gue cette Bafe-en delcendant parallelement 3




Liv. 11,
II. SEcT.
IL.PART.
CHavr. 1l.
B )

224  GEOMETRIE METAPHYSIQUE.

elle-méme le long de la Hauteur EF, recut ¥
chaque pas de fa defcente une augmentation de
Longueur , pour atteindre par fes extrémités
les deux Cotés AC, BD du Trapéze. Ces aug-
mentations feroient uniformes. Car 'Obliquité
des Cotés AC, BD étant la méme pour chacun
d’eux dans I'efpace parallele, ils s'écartent uni-
formement I'un de I'autre en defcendant depuis

C jufqu’en A , & depuis D julqu’en B.

Par conféquent, la Bafe CD aura regu la moi-
ti¢ de fes accroiffemens, lorfqu'elle fera parve-
nue 3 la moitié de fa courfe, c’eft-3-dire, lorf-

welle fera devenue la Ligne PO parallele aux
:]leux Bafes, également éloignées de I'une & de
Fautre, & coupant en deux parties égalesles Co-
tés AC, BD & la Hauteur perpendiculaire EF.

Certe Ligne PO eft la moyenne arithméti-
«que que nous cherchons. Car puifqu’elle n’arequ
‘que lamoitié desaccroiffemens qu'il lui faudroit,
pour que la petite Bafe devint égale 2 la gran-
de, elle furpafle autant la premiere.en Longueur,
quelle eft furpaflée par la feconde. '

~ Or je crois voir que cette moyenne PO mul-
tipliée par la Hauteur EF donne I'efpace contenu
dans le Trapéze. Car fi cette Ligne PO eft trop
grande pour produire I'efpace fupérieur de la
Figure, en lamultipliant par la moitié de la Hau-
teur perpendiculaire, elle eft auffi trop petite
pour produire I'efpace inférieur, en la multi-
pliant par Pautre moitié de la Ligne de Hauteur;
& ce qu'elle a de trop pour l'efpace fupérieur,
eft precifément ce qui lui manque pour Pefpace
inférieur. Donc, toute compenfation faite,
h ’ : . ‘cetee
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cetre Ligne mitoyenne multipliée par toute la
Ligne de Hauteur, donnera I'efpace contenu
dans le Trapéze. ,

Pour n’étre pasdupes d’un raifonnement peut-
€tre plus fubtil que folide, vérifions-le exacte-
ment. Pour cela, par I'extrémité O de notre
Ligne moyenne, tirons une Ligne droite paral-
lele au Coté AC du Trapéze , & qui aboutiile
fur la grande Bafe AB en un Point quelconque

Sm——

Liv. II.

I1, SEcT.

II. PARrT.

CHApP. 114
s. IL,

Y. Donnons 2 cette Parallele la longueur du .

Coté AC, en forte que YZ foit égale 3 AC.
Prolongeons aufli la petite Bafe CD jufqu'en
Z: nous aurons le Parallélogramme AYZC,
dans lequel les Bafes AY, CZ & la moyenne
PO feront des Lignes égales, puifque ce font
des Paralleles également inclinées dans un efpa-
ce parallele. -

Les Produifans de ce Parallélogramme font
1a Bafe AY, ou fon égale PO, & la Perpendi-
culaire EF. Donc fi le Parall¢logramme eft égal
au Trapéze, celui-ci aura les mémes Produifans.

Pour nous convaincre de 'égalité des deux
Figures, confidérons que file Parallé¢logramme
retranche le Triangle YOB de la partie inférieu-
re duTrapéze, il ajoute 2 la ?artie {upéricure
le Triangle DOZ. Or I'égalité du Triangle re-
tranch¢ & du Triangle ajouté eft manifefte. Car
Ia Ligne BD étant coupée en deux paties égales
au Point O, le C6été OB du Triangle inférieur
eft é%al au Coté OD du fupérieur : de plus PO
parallele aux deux Bafes, coupant aufli en deux
parties égales le Coté AC du Rectangle, coupe
de méme le Coté oppofe parallele YI%. Donc le
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Cot¢ OY du Triangle inférieur eft égal au Cbed

OZ du Triangle fupérieur. Enfin les deux An-
Ellcs oppofés au Sommet en O font égaux, auffi

ien que les Alternes OYB, OZD. Donc les
deux Triangles font égaux. Donc le Parallétos
gramme AYZC eft égal au Trapéze ABDC,
Donc les Produifans Ju Trapéze, ainft que du
Parallélogramme , four l2 Ligne de Hauteur EF;
& la moyenne arithmétique PO égale & la Bafé
AY du Parallélogramme. _

Je dis, moyenne arithmetigue : car YB 3¢ Cord
du Triangle inféricur eft égal 3 DZ 3¢ Coré du
“Triangle fupérieur. Or la grande Bafe farpaff@
PO de'la Longueur YB, & PO furpaffe CL¥ dd
$a Longueur DZ. Donc la Ligne PO furpafld
#utant fa petite Bafe , qu'elle-méme eft furpaffée
par la grande. '

1l eft néceflaire pour la fuite d'avoir cerre
anefure du Traptze tres-préfente A Pefprit,
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CHAPITRE IIL
Figures de h»trm:/iépfe chaffe.

§. I.
Mefire des Polygines régulicrs de plus de quaire
Cotés. ..

LEs Polygdnes réguliers font partagés par

letirs Raions obliques en autant de Trian-
gles, ggaux, quils ont de Cotés. Ainfi, pour
connaxre I'efpace contenu dans un Polygére
régylier, il fulfiroit de mefurer I'aire d'un de
&s,%‘rién les, & d’en prendre la valear autant
de fois qu'il y a de Cétés dans le Polygone.
~ Mais on peut sexempter de ce petit calcul,
& rédyire tout d’'un coup le Polygéne au Rec-
tangle qui'lui feroit égal, en trouvant fes deux
Pt(chdi?ans par une feule opération. ‘ :

Pour cela confidérons que les Triangles qui
. partaggnt un Polygone g%gulier, ont tous la
méme Hauteur exprimée par le Raion droit.
Par conféquent, tous enfemble font égaux 2 un.
feul 'i"i'iangle » qui auroit pour Hautcur le Raion
droit du Polygéne, & pour Bafe upe Ligne
droite égale au Périmétre entier. ‘Car il eft égal
de multiplier 'une aprés Tautre un certain nom-
bre de Bafes par la moitié du méme Raion, ow

de mplciplier cour 3 1a fois par lamoitié de ce

Pij

© M.Paxr.
T Ci'IA'P. 111,

Fig. 27,
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Fig. 28.

Fig. 29.
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Raion, 'amas des Bafes réunies dans la Bafe d’un
grand Triangle. '
Par conféquent, le Polygine régulier eft égal
an Rellangle , qui awroit pour Bafe une Ligne
droite égale an Férimérre, & pour Cité la moi-
tié du Raion droit; ou bien, qui auroit le Raion
droit pour Coté, & pour Bafe la moitié du Péri-
métre. -

_§.”1'1:.

 Mefures des Polygines irriguliers.
Y Orfqu'un Polygdne irrégulier eft, ou peut

étre circonfcrit au Cerc%e, il eft aifé dele
réduire 2 un feul Triangle, & par conféquent
aui Re&angle. Car ce Polygdne étant partagé en
Triangles par fes Raions obliques, ces Triangles
guoiquinégaux, ont néanmoins la méme Hau-
teut exprimée par le Raion du Cerclé inferit ,
leqiiel tombant perpendiculairement fur le Cé-
té du Polygone, en eft en méme tems le Raion
droit. Ces Triangles quoiqu’inégaux, ayant donc
tin Produifant commun, font égaux 2 un' feul
Triangle, qui auroit pour Bafe une Ligne droite
¢gale au Périmérre du Polygone, & pour Hau-
teur le Raion du Cercle infcrit. o
Il n'en eft pas de méme du Polyﬁén'e irrégu-
lier , qui feroit , ou pourroit étre infcrit dans un
Cercle. Ses Raions obliques, il eft vrai, feroient
égatix, parcequ'ils feroient en méme tems Raions
du Cercle circonfcrit, Mais les Raions droits ne
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le ferofent nullement , parceque les grands Co- mm—
tés du. Polygone feroient ;us prés du Centre Lrv. 1L
du Cercle, que les petits Cotés. Or les Raions {‘- SBCT.-
. > . . ; . I. ParT.
- obliques n’entrent pour rien dans la production Geag. ILe
de lefpace: il n’y a que les Raions droits qui. ¢y
 foient Produifans. Ainfi, les Trianglés qui par-- '
tageroient ce Polygéne, n’ayant aucun Produi
{fant de commun, il eft néceffaire de les mefurer:
fparément; & de réunir toutes leurs valeurs
partielles;,.pour en faire une fomme totale, qui
donnera la Surface du Polygéne..
On eft obligé 2 plus forte raifon d'avoir re~
cours 2 la méme méthode pour les. Polygénes.  +
irréguliers, qu'on ne peut infEtjre dansle Cercle
ni circonfcrire au Cercle.
A I'égard des Figures tout-3-fait irrégulieres, Fig..3e.-
+ dont le Péritétre formeroit tantét des Angles.
faillans , & tantét des-Angles rentrans, on voit
aifément qu'il faut plufieurs opéiations pour par-
venir 2 les toifer. On les partage-en Friangles &
en Parallélogrammes, que F'on mefure lgparé-
ment,.& dont on raffemble toutes les valeurss.
pour en faire un total,.

P iij
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Liv. IL
¥I. SECT.

I1. PART. CHAPITRE IV.

CHaP. IV, :
5. L. FIGURES DE LA IV. CLASSE.

TOutes les Figures planes terminées par uns
Ligne courbe appartiennent 2 la 4° claffe,
Mais de routes ces Figures dont le nombre eft
infini, la Géométrie ordinaite, comme on Iz
déja dit, ne confidere que le Cercle , 1a fevle
dentre elles qui foit paraitement céguliere.

-

§. I

Y A mefure du Cercle eft une fuite de la me-
_ {fure des Polygénes réguliers, pui Iui-
méme eft un Polygone régulier d'une infinité de
Cbtés. Cette Figure peut &tre congue comme
parragée par fes Raions obliques en une infinité
de Triangles égaux , dont les Bafes font infini-
" ment petites: & toutes ces Bales , prifes enfeme
ble, font égales 2 la Circonférence du Cercle.
La valeur de chaque Triangle feroit donc la
Bafe multiplite par la moitic du Raion droit.
Mais dans IF Cercle, le Raion droit ne différant
de I'oblique que d’un infiniment petit du fecond
ordre, la difflérence de ces deux Raions eft ab-
folument nulle par rapport aux Figures dont la
grandeur eft affignable. On doit donc dire que
chacun des Triangles qui partagent le Cercle a
pour valeur le Produit de la petite Bafe par la
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woitié du Raion ordinaire. Par confEquent, | mm——
Cercle eft égal 2 un feul Triangle, lequel auroit  Liv. II..
pour Bafe une Ligne droite égale 2 la Circonfé- II- SECT..
‘tence du: Cercle , & le'Raion pour Hauteur. C.uf :’g,"
, Ceue vérité peut éure démontrée duneautre g ("
maniere. La preuve fuppofe la connoiffance des-
Proportions dont nous n’avons pas.encore parlé.
Mais elle eft en- méme tems fi l{mple » que nous-
pouvons pafler par-deffus: cette confidération.
. Soit un Cercle avec fon Raion CA: foir la Fig. 3r.
Tangente AB égale 3 laCirconférence :la Ligne
ﬁB’ acheve Ja conftruttion du. Friangle rectan-

e. .
L'efpace contenu dans le Cercle peut étre
xegardé comme un amas d'une infinité de Cir-
conférences concentrigues, qui vont toujours
en diminuant depuis la premiere Circonférence
Julqu'au Centre: & le nombre de ces Circon-
férences, quel qu'il foit, eft égal au nombre des.
Points contenys- dans le Raion CA, puilque
chacyne de ces Circonférences coupe le Ralon
en un feul Point..(4)

De méme l'efpace du Triangle ABC peut étre -
confidéré comme couvert d'une infinité de Bar
fes paralleles 3 AB, lefquelles vont roujours en
diminuant depuis ABjufqu’au Sommet C: & le:
nombre de ces Bafes, .quel qu'il foit, eft égal aw
nombre des Points contenus dans le Raion CA:.

(a) Je fuppofe ici toutes Jes Circonférences eoneens
triques d'égale Largeur, & je regarde le Raion comme:
une {uite de Points uniformes. Cela n’eft point contraire.
2 une autre maniere de les confidérer , expliquée ci-deflus,y.
Part. I. Chap. L. s. VI.

Piv
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Hauteur du Triangle, puifque chacune de ces
Bafes coupe le Raion en un feul Point.

Or il eE naturel de penfer que le nombre des
Bafes du Triangle étant égal au nombre des Cir-
conférences concentriques, & la premiere Bafe,
égale 2 lapremiere Circonférence , chacune des
autres Ba{Pcs doit érre égale 2 la Circonférence
qui lui correfpond.

Pour nous en affurer davantage, foit prife au
hazard une de ces Circonférences concentri-

ues : qu'on lui tire une Tangente DE, laquelle
?cra Bafe correfpondante dans le Triangle. Je
dis que la petite Circonférence eft ¢gale ala Ba-

fe DE.

Conlfidérons que les Cercles font des Figures
rout-2-fait femblables. Un feul Cerclerepréfente
tous les Cercles poffibles : une feule Ligne don-
née pour Raion détermine la grandeur de la
Circonférence. Par conféquent, les Circonfé-
rences de deux Cercles font entre elles comme
leurs Raions. Donc, dans notre exemple la pe-
tite Circonférence concentrique eft 2 la grande,
comme le Raion CD eft au Raion CA.

~ D'un autre c6té, par le moyen de Ia petite
Bafe DE, on a les deux Triangles ACB, DCE
tout-a-fait femblables. Ils font tous deux Rec-
tangles : ils ont ’Angle C commun; & les An-
gles en B & en E égaux. Ainfi, Fon doit dire
que la Bafe du petit Triangle eft 3 la Bafe du
grand, comme le Raion CD, Hauteur du petit
Triangle, eft au Raion CA , Hauteur du grand.

Les Circonférences des deux Cercles ont

donc avec leur Raion, le méme rapport que les
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deux Bales ont avec ces mémes Raions envifa- =======
gés comme Hauteurs des deux Triangles. Par Liv. IL

conféquent, puifque les Hauteurs des Triangles g :fi:-
font égales aux Raions, & la grande Circonfe- - %o

rence, A la grande Bafe, la petite Bafe doitétre — ¢ g,
égale 2 la petite Circonférence.

1l fuit de-1a que le total des Circonférences
concentriques qui couvrent l'efpace du Cer-
cle, eft égal au total des Bales qui couvrent
- Tefpace du Triangle. Car il n’y a aucune de
ces Circonférences, comparée avec la Bale
correfl'pondante > 2 laquelle on ne puiffe appli-
guer e méme raifonnement que nous venons

e faire fur I'une d'entre elles. Donc lefpace
compris dans le Cercle eft égal a celui du Trian-
gle, dont la Bafe feroit la Circonférence, & la
Hauteur le Raion du Cercle. Donc le Cercle et
égal a un Reélangle qui anrost powr Bafe la Cir-
conférence, €& pour Coté la mosti¢ du Raion : on
+ bien, pour Bafe la moitié de la Circonférence , &
le Raion pour Cote. .

La di(%culté feroit de - trouver une Ligne
droite égale 2 la Circonférence du Cercle. Mais
nous avons averti dans le dernier Chap. de la
Se&. précédente , que I'onn’y pouvoit parvenir
‘que par des approximations qui fuffifent dans la

Pratique.
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el .
Lav. L.
1. Secr.
. H.ParT. 5‘ 1.
Cuar. I¥. o
s. 1L Mefure des Portions dn Cercle.
Es Portjons du Cercle font le Seddewr, le
Segment & la Couronne.
Fig. 52. - Le Seffewr et une partie du Cercle terminée

par deux Raions & par un Arc.

Le Cercle eft un Polygone d’une infinité de
Cérés, qui par fes Raions obliques eft partagé
en une infinité de Triangles, doos la Bale eft
igfiniment petite. Chacun de ces Triangles a
pour mefuce Je Produit de (a Bafe par la moitié
da Ryion. Done, avons-noys dit, le Cercle en-
tier 3 pour Produifans la moiti¢ du Raion, &
I'amas de toutes ces petites Bafes qui forment
fa Circonférence. Le Se&eur eft aulli compof@
d'un nombre quelconque de ces petits Trian-
gles, dont les Bafes forment fon Arc. Doncle

~ Se&eyr a pour Produifans la moitié du Raion,

& la partie de la Circonférence comprife entre
fes Cotés. :

Diailleurs le SeGeur eft une efpéce de Trian-
gle dont la Bafe eft un Arc de Cercle. Tout
Triangle a pour mefure le Produit de fa Bafe par
la moitié de fa Hauteur. Or la Hauteur du Sec-
teur n'eft pas différente du Raion, parceque
dans le SeC{eur » auff{-bien que dansle Cercle,
le Raion droit ne differg du Raion oblique que
d’un infinimént petit du fecond ordre.

Enfin, le Cercle eft un compofé de Secteurs:
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¢es Sefeurs ont le méme Rajon que le Ccrei:, S——
& n'en different que par l'étendne de la Cir- Ltv. IL.
conférence. Doac, puifque le Cerdle eft égal au 1. SeCw. -

Triangle reiligne dont la Bafe équivaudroit 3 é“

1a Circonférence , & qui auroit pour Hauteur le
Raion duCercle,le Se@eur eft égal aufli auTrian-
gle retiligne qui auroit le Raion pour Hauteur,
& dont la Bafe équivaudcoit & 'Arc. On peut ap-
rliquex au Secteur & 2 fes Arcs concentriques

a méme démonftration qui nous a fait voir
T'égalité des Circonférences concentriques ave¢
les Bafes correfpondantes dans ke Triangle.

Pazg,
HAP. IY.
S' lla

Le Segment eft une portion de Cercle termi- Fig. 3.

née par une Corde & par 'Arc qu'elle foutient.

Pour avoir {a Surfage, il fayt achever le Sec-
teur , dont{e Segment fat partie, en tirant les
deux Raions AC, BC. Il faut enfuite mefurer
{'aire du Seeur entier : en reteancher Faire du
Triangle re@iligne ACB. Le refte {era la valeur
du Segment.

La Courenge oft une portion de Cercle ter-
sminée }:ar deux Circonfiérences coneentriques,

L’inlpe&tion de la Figure nous montre que le
Cercle entier eft ¢gal an grand Triangle ACBj
que lg petit Cercle qui sefte, en retranchant la
Couronne, eft égal au petit Triangle DCE. Done
la Couronne eft égale a ce qui refte du Triangle,
Ceft-2-dire, au Trapéze ABED.

On doit donc dire en général que rouze Cone
vonne eft égale a un Trapeze relliligne, dons la
grande Bafe équivandross a la grande Circonfe-
rence, & lapetite Bafe, ala /m'te Cisrconférence ;
& qui anrost pewr Hantonr la partic du Raion dn

b

Fig. 31,
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‘e Cercle,, comprifc entre les dewx Circonférences

Liv. Ik
H. SEcT.
JL. PanT.

CHAP. V..

concentriques.

Et comme les deux Produifans de ce Trapéze
font cette méme pastie-du Raion, & une Ligne
moyenne arithmétique tirée parallelement 2
égale diftance des deux Bales , il eft évident que
Lefpace renfermé dans la Couronne, eft le Pro-
dwst de la partic dw Raion gu'elle contient , par
#une troificme Circonféremce concentrique qus con-
perost la partie du Raion par le milien, & qui
feroit également éloignée des dewx Circonférences
qui terminent la Couronne.

"CHAPITRE V.

La fuperficie des Figures planes comparée
avec leur Périmetre.

LEs Commericans pourroient étre tentés de
croire qu'on doit juger de la grandeur d'une
Surface par la grandeur du Pérmétre : que les
efpaces contenus dans.un.plus grand Périmétre;,
font plus grands; & que les Périmétres égaux
renferment des efpaces égaux. Je fuis perfuadé
que les premiers Arpenteurs agirent en confé-

~ quence de ce préjugé. Mais 'expérience les dé-

trompa bientot d’'une méthode, commode 3 la
vérite , mais qui les faifoit tomber dans.des més
prifes groflieres.

En effet, il n’eft pas befoin de réflexions pro-
fondes pour fe convaincre , que les efpaces ren-
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fermés dans les Figures, ne font point du tout
en raifon de leurs Périmétres. _

Soit un Quarré partagé en deux également
par la Ligne AB parallele aw Cété fupérieur &
au Cété inférieur : il eft évident que le Périmé-
tre du demi-Quarré eft plus grand 2 proportion
?ue le Périmétre du Quarrg Car celui-ci con-
ifte en 4 AB; & le demi-C%_xarré eftenvironné
de 2 AB+ 3 AB =3 AB. En forte que fi I'on re-
joint les deux moitiés ,. de- 6 AB qui formoient
leur Periméere ,il n’en faudea plus que 4 pour le
Périmétre du Quarré entier.
De méme, fi 'on partage un Cercle-en deux
parties par le Diamétre, il eft manifefte que le
Périmétre du demi-Cercle eft plus de lamoitié

du Périmétre du Cercle, puifque-le demi-Cer-.

cle a pour bornes ,. non-feulement la moitié de
Ia Circonférence, mais de plusune Ligne droite
aflez étendue.

Il eftinutile de multiplier fes exemples : ils fe
préfentent en foule. Tichons plutét d’appro-
fondir les raifons d’une difproportion qui paroit
d'abord avoir quelque chofe de furprenant. Je
les réduis 2 deux : {gavoir , au plus ou aumoins
de Largeur A I'égard des Parallelogrammes, & 2
la nature des Angles pour tous les Polygones..

I.

- Nous avons prouvé dans fe premier Ch. de
eette 1L Part. §. I11. qu'ayant un Parallélogram-~
me rectangle , & unincliné dont les Coees font
refpe&tivement dgaux, & qui par conféquent

. Liv. IL

II. SecT.
II. PArT,
CHAPR..V.
Big. 34

Raifon d&

la Largcur
ans les P2«

raliélo~
rammes,-

~ ant un Périmétre égal ,le premier contient plus ~ Fig..ro ,.

'4) 15,
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memtmen J'efpace que le fecond ; & d'autant plus d'efpa.
Liv. II. ce, que le fecond eft plus incliné. Cette diffé.
IL. SBCT. rence vient uniquement de la Largeur plus
g‘ l;“‘;‘ grande dans le rectangle que dans Iincliné ,

HAF- Ve quoique d'ailleurs ils aient la méme Longueut
& le méme Périmétre.

Si I'on y fait méme attention, on verra que
Ia Largeur influe en un fens plus que la Lon-
gueur, dans la grandeur de l'efpace. Et celafe
vérifie méme dans les Re@angles. 1l eft évident,
Far exemple, qu'un Reéangle de 9 Pieds de

ong & d'un Pied de. haut, eft plus petit qu'un
autre Re&angle dont la Lo::jgueur- ne feroit que
de § Pieds, & la Largeur de 2. Car le fecond
contiendroit 10 Pieds quarrés, & le premier n’en
eontient que 9. Cependant la Longueur du Pre-
mier paroit exceflive en comparaifon de I'excé-
dent de la Largeur du Second; & de plus la
différence de leur Périmétre eft énorme. Car le
Premier a 20 pieds courans de circuit , & le Se-
cond n’en a que 14. Ceft que les Lignes n’ayant
qu'une Largeur infiniment petite, ne peuvent
former un efpace que par leur répétition ; & que
par conféquent une Ligne plus petite qu'une
autre, mais répétée deux fois davantage, pourra
former un plus’ grand efpace.

De-1a nous devons conclure qu'en général
& toute proportion gardée,, I'efpace n’eft jamais
fi grand dans un Re&angle, que lorfque fa Lar-
geur eft égale a fa Longueur , fansque la gran-
deur du Périmétre y- puifle influer en aucune
~ forte. : .

Fig, 35, - Soit un Quarré dont laRacine foit de § Pieds.

[
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Son Périmétre fera de 20 Pieds courans; & l'ef-
pace compris de 25 Pieds quarrés.

Sott aufli un Re@angle dont la Bafe foit de
10 Pieds, & la Hauteur de 2. Son Périmérre
fera de 24 Pieds courans; & fon efpace de 20
Pieds quarrés. Ainf, le Re@angle furpaflant le
Quarrz de 4 Pieds courans par fon Perimérre,
- fera moindre de § Pieds quarrés du €6¢¢ de
Kefpace; ce qui fait une différence eonfidérable.

On en'fera moins furpris, fi Ion fait réflexion

e des 4 Cétés du Reftangle, il n’y ena que

ux qui foient Produifans de Fefpace ; & 1ue
fes deux autres ne fervent qu'd terminer la clé-
ture de la faperficie. H n'y a donc que les deuxt
Produifans.a confidérer ; quand il S'agit de juger
de la grandeur de efpace, les deux autres Co=
tés n'y pouvant influer en rien.

Les deux Produifans de Quarré font § & 5.
€eux du Relangle font 10 & 2. Or 5 pris §
fois, donre plus que 10 pris 2 fois. Pour que le
Redctangle fiic égal au Quarré, il faudroit que le
fecond Produifant du ReGtangle fée 2+ 5. Car
JOX 24 5 =24,

Mais remarquons dans cette fuppofition 1°,
‘que 'augmentation d'un ; dans la Largeur au-~
gmente de § Pieds quarrés I'efpace du Rectan~
gole. 2° Que les deux Produifans du Re@angle

nt enfemble 12 Pieds & demi courans: aw
Yieu que les dewx Produifans du Quatré ne font
que 10 Piedsy ce qui montté roujours combien'
1a Raifon de Largeur influe ans Iz grandeur de
¥efpace. .

Ee——

Liv. 1M

11, Secr.
I1. Parr.
CHAP. V,
Fig. 364
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Liv. IL
1L secr. ST nous portons nos vies plus loin , & quenous
Ié;{i‘;“f,' comparions enfemble tous les Polygénes, nous
.. verrons que la qualité de leurs Angles contri-
® Raifon bue infiniment A la grandeur plus ou moins
des Angles grande de I'efpace qu'ils renferment.
danslesPo- ~ En effet, I'efpace compris entre les deux C6-
lygbnes.  tés d'un Angle allant roujours en diminuant
depuis la Bafe jufqu’au Sommet, plus les Cotés
de I'Angle fe rapprocheront, demeurint tou-
jours de la méme Longueur, & plus l'efpace
compris diminuera : plus au contraire les Cotés
s'écarteront , .& plus 'efpace augmentera. Par
conféquent, on doit dire en général, que plus
les Angles d'une Figure feront aigus, & moins
elle contiendra d’clpace; & qu'elle en contien-
dra davantage 2 mefure que fes Angles feront
lus obtus. Or les Polygones d’'un grand nom-
Ere de Cotés ont leurs Angles trés-obtus: orle
Cercle étant un Polygéne d'une infinité de Co-
tés, a des Angles infiniment obtus. Donc toute
proportion gardée, les Polygones d'un grand
nombre de Cotés renferment un plus grand ef-
pace. Donc de tous les Polygones le Cercle eft
celui qui en renferme un plus grand.
. Pour éclaircir cette Théorie, repréfentons-
nous ici toutes les efpéces de Polygones : fuppo-
fons-les réguliers & en méme tems ifopérimé-
tres, ceft-a-dire, environnés d’un Périmécre
¢gal. Nous ne demanderons pass’ils contiennent
la méme étendue : ce n'eft plus une queftion;
mais quel eft celui qui dans un circuit égafl ren-
: ‘ erme
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Yerme le plus grand efpace , & celui qui renferme =m——
fe plus petit. Lv. 1L
ous ces Polygdnes ont un Produifant com~ 1I. SEcT.
mun ; fcavoir, lamoitié¢ de leur Périméere égal : ICI P“:,‘
& chaque Polygéne aura fon Raion droit pour HAP. Ve
fecond Produifant. Pour que les Polygdnes ifo-
périmétres fuflent égaux, il faudroir donc quiils
euflent le méme Raion droit. Or, cela ne fe V. Se&
peut, puifque nous avons prouvé dans la Section *-
rtécédcntc u'il y avoit plus de différence entre
e Raion oblique & le droit dans le Triangle
équilateral , que dans le Quarré : dans le Quar-
“£é , que dans le Pentagone, & ainfi 2 linfini; &
u’enfin dans le Cetc%e, la différence des deux
Raions difparoiffoit. Donc le fecond Produifant
eft plus petit dans le Triangle, que dans le
QJxré: plus petit dans le Quarré, que dansle
Pentagbne; & ainfi A I'infini. Donc, de rous les
Polygones vigaliers sfoperimetres , le Triangle eft
de plus petit ; & le Cercle, le plus grand.

On pourroit faire contre cette preuve une
obje&ion, qui d'abord paroir affez plaufible. La
Voici. 5 i

. Pour démontrer que la différence du Raion  Ibid.
oblique au Raion droit diminue A mefure que
1e Polygéne augmente en Cétés, on a fuppofé
que tous les Polygbénes réguliers avoient le mé-

-me Raion oblique, & qu'fls éroient infcrits dans
le méme Cercle ou dans des Cercles égaux. Mais
des Polygdnes réguliers infcrits dans le méme
Cercle ne fomt péint ifopérimétres. Car on a Se&.1.Ch,
prouvé que la Circonférence du C*cie éroit 4
plus grande , que le Périmérre de tm& olygone

§
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infcrity & d'autant plus grande que le Polygdne
infcrit avoit moins de Cotés: que par conféquent
le Périmétre du Quarré éroit plus-grandsque le
Périmétre du Triangle infcrit dans le méme Cer-
cle, &c. : ,

D'ot il fuit, que fi I'on a deux Polygdnes ifo-
périmétres, par exemple , un Triangle équilacé-
zal & un Quarré, & qu'on leur circonfcrive des
Cercles, il faudra un plus grand Cercle pour

.circonferire le Trian‘gle, que pour circonfcrire
le Quarré. Par conft¢quent, le Raion oblique
du Triangle ifopérimétre fera plus grand que
celui du Quarre. '

Sans donner donc atteinte 2 la maxime géné.
sale fur I'aggrandiffement du Raion droit dans

. les Polygénes qui ont plus de Cotés, ongpour-

-roit fuppofer dans un Triangle & dansun Q.llarré
le méme Raion droit, pendant que leur oblique °
feroit fort différent, comme on prouve que lear

.Raion droit eft différent, lorfguc leur Raion
-eblique eft le méme. 1l faudroit donc prouver

ue deux Polygones dont le Raion droit feroit
€gal, ne pourroient étre ifopérimétres. Telle

-eft la difhculté. o
- Javoue que les fondemens en font incontef-$
‘tables: il ne s'agit que de I'application. On ne
;peut nier, par exemple, qu'un Triangle & un

-Quarré ne puiffent avoir le méme Raion droit.
Mais je foutiens que ces deux Figures ne feront
pas ilopérimétres. Pour nous en convaincre,
Jdnfcrivogs-y des Cercles. Ces Cercles feront
égaux, &xifquc leur Raion fera la méme chofe
que le Raion droit des deux Polygones. Mais il

.
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eft démontré, que fi {'on cicconfcrit au méme
Cercle, ou bien 2 des Cercles égaux, deux Po- Liv. IL
lygénes différens, celui qui aura le moins de II- SEcr.
Cotés, aura un plus grand Périmétre. Donc, ICI;:::““;
dans notre exemple le Triangle & le Quarré, g a1 'ch.
dont le Raion droit feroit égal, ne feroient 1v,
point ifopérimétres. . Fig. 44. &
Par confdquent, fi nous les fuppofons ifopé- 45. delal.
rimétres, leur Raion droit ne peur étre égal. Se&t.
-Car les Cercles que {’on infcriroit dans ces:Po- f;g' 37.&
:'z'gf“mes feroient inégaux. Celui qui feroit in- *
crit dans le Triangle feroit plus petit Pue celui
~qui feroit inforit dans le (hlzarré : linfcrit dans
le Quarté, plus grand que l'infcrit dans le Pen-
‘tagbne, & ai~n£|g de fuite a linfini, julqua ce
gzenous parvinflions au Polygoae d'une infinité
Coérés qui fe confond avec le Cercle auquel
.'ﬂ eft circonfcrit. ) g
Donc le Raion droit du Triangle ifopérimié-
tre, eft plus petit que celui du Quarré : celui du
Quarré, plus petit que celui du Pergagéne : en-
fin celui du Cercle, plus grand que celui dg tous
les autres Polygdnes ifopérimérres.
Tous ces Polygénes, je le répéte , ont-un Pro-
duifant égal & commun, fcavoir, la moitié de
leur Périmétre. Mais leur fecond Produifant,
cavoir, le Raion droit, eft inégal, plus petit
dans le Triangle que dans le Quarré, &c. Donc,
de tows les Polygones ifapérimérves, le Triangle
wquilatéral eff celus qwi venferme le mosns defpa-
ce;; & le Cercle, celus qus en remferme davan-
#age. '

Qij
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LIVRE SECOND.

SECTION IIL
Des Figures planes femblables.

YL n'eft plus queftion d'examiner le Périméere
& .d'une Figure, de mefurer les Angles formés
spar le contour des Lignes qui I'environnent, de
déterminer P'efpace renfermé dans fes limites:
tout cela nous eft-connu. Il s’agit A préfent de
~comparer des Figures, qui, fans étre égales, fe
reflemblent parfaitement ; d'émudier les rapports
intimes qu’elles ont entre elles; & de recueilli
des vérites importantes que cet examen nous
. découvrira. )
Je pourreis fuppofer que quiconque soccupe
{erieufemant de la'Géométrie, nignore pas la
“Théprie des Raifons & des Proportions; &
qu'il eft en-¢tar d’appliquer fans effort a1¢ten-
due, qui n'eft qu'une efpéce de Grandeur, ce
qu’il connoit déja de la nature & des propriétés
de la Grandeur en général.
Mais quelque foit la fcience de ceux qui fe
-donneront la peine de lire ces Elémens, ils ne
trouveront pas mauvais que je leur rappelie des
rrinoipes quils ne peuvent avoir trop préfens a
Yefprit. Les Mathématiques ne nous offrent rien
qui foit plus intéreffant, plus exquis, & plug
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propre, foit 2 former ,-foit 3 perfectionner I’ez
prit géomérrique.- ,

Je diviferai cette troifiéme Section en trois
Parties. La premiere fera un Traité abrégé des-
Raifons & des Proportions.- On confidérera.
dans la feconde les Figures femblables, felon

——
Liv. IL
III. SECTw
I. PART~

Cuar. Ly

leur Périméere; & dans latroifiéme on les en-:

vifagera felon.I'efpace qu'elles renferment.

'PREMIERE PARTIE.
Traité abrége des Raifons & des Propors

tious..
CHAPITRE PREMIER.
DES RAISONS. '

AN appelle Raifon , le Kapport qui fe trouve
entre deux Grandeurs de méme efpéce.

Je dis, qui [¢ trouve entre dewx Grandeurs =
car ['efprit qui voir ce Rapport-ne Py mert pas::
il fubhl;ié indépendamment de nous, & fans-
méme ‘que nous y perfions. C'éft en cela quela
Raifon différe de la Comparaifon. Celle-ci eft
une opération de l'ame . par laquelle on apper-
coit la liaifon dé deux Grandeurs. Opération
néceflaire ; mais fi-diftinguée de la-Raifon,

F'on compare quelquefois deux Grandeurs , ,?a"lees
en connoitre le vgtitable rapport:

Qitf

5
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o . A .
s Y'3joutc : ensre deux Grandenrs de.meme efs

- Liv. L

éce. Car quoiqu’il y ait toujours quelque rap-

II1. SECT. port entre deux Grandeurs, de quelque natute
2 ‘1:1"1" qu'elles foient, ce neft quun rapport imparfait,
HAR- 5+ [ 2 Métaphyfique peut en faire Fobjet-de fes

* méditations; mais Ta Géométrie ne confidere

ue les rapports des Grandeurs homogenes , &
e borne méme 2 celles qui tiennent de Féten-
due, ou qui Sy peavent appliquer, c'eft-a-dire,
3 'Etendue proprement dite, au tems, at mou-.
vement & aux nombres.

Comparer deux Grandeurs, c’eft confidérer
de combien I'une furpafle l'autre; ou, combien
de fois la premiere contient la feconde. En com-
parant la Grandeur: 12 avec la Grandeur 6, je
puis examiner de combien 12 furpaffe 65 ou
combien de fois 12 contient 6. :

Il y a donc un double Rapport entre les
Grandeurs de méme efpéce. On appelle le pre-
mier, Raifon arithmétsique ; & lefecond, Raifon
géométrique. Ce weft pas que le premier ne foit
d’ufage dans la Géométrie, o I'on confidere
fouvent I'excédent dune Ligne fur une autre
Ligne, ou d'une Figure fur une autre Figure.
Mais le fecond rapport donnant lieu & des dé-
couvertes plus fines & plus impotrantes, on 'a
nommé le géamétrique par excellence. Ainfi,
lorfque les Géométtes parlent de Raifon ou de
Rapport , fans les fpécifier , c’eft roujours le Rap-
gort & la Raifon géométrique qu'il faur enten-

re. .
_ L’un&Fautre rapport ont néceflairement deax
Termes : parceque toute ‘comparaifon fuppofe
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’
deux chofes comparées: Le premier s’appeflé ——
Antécédent : ceft laGrandeur que 'on compare.  Liv.IE
Le fecond s'appelle Conféquent : c'eft la Gran- It SBcT.
deur 2 la-que]le?a premiere eft comparée. :: p“";‘;
On appelle Expofant dé la Raifgn ce qui . “HAT R
fulte du Rapport de deux Grandeurs. Car route
comparaifon eft une queftion , & IExpofant eft
# réponfe ou la folution. Ainfi, dans F exempler
propofé, I'Expofant de la Rafon arithmétique-
de 12 3 6, eft 6; parceque 6 eft la Grandeur:
dont 12 furpaffe 6: & IExpofant de la Raiforr
géométtique de 12 36, eft 2; parceque 12 cone
tient deusx fois 6. ' '
On voit par-1a que les deux Raifons ne font
autre chofe fous g’autres termes, que les opé-
xations de calcul fi connues fous les noms de
Souftraction & de Divifion. Car lorfque j'exa®
mine la Raifon arithmétique de 12 3 6, je veus
fcavoir ce &ui me refte de 12 aprés en avoir 6té
6 : & ce Refte , Excédent du grand nombre fur le~
re,tit,'ou. Difference de ces deux nombres, eft
’Expofant de la Raifon arithmétique, laquelle
pat conféquent peut étre exgrimée par le figne
de la Souftra&tion 12—6. -
* De méme, lorfque je confidere fa Kaifon géo-
métrique de 12 2 6, je veus [gavoir combien la
- Grandeur 12 contient de Grandeurs 6 ce qui
eft divifer 12 par 6. Ainfi, TExpofant dune
Raifon géométrique , n'eft que le Quotient dune
Diviion. Toute Raifon ggométri ue eft donc
une frattion , & peut étre expi'imge pas le figne
de la Divifion .
. Dol il réfulte que toute Raifomeft une vé~
A R L . in . . -
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mmemmmwe rirable Grandeur , exprimée par Expofant. Car

Liv. IL

III. SECT.

I, PART.
CHAP, I,

12—6=6:8 =% 2. On peut donc comparer en-

femble deux Raifons, comme on compare deux
Grandeurs. On verra dans la fuite combien ce
principe eft fécond. '

La premiere conféquence qu'il en faut tirer,
cefl que la Grandeur d'une Raifon ne dépen
point de la Grandeur des Termes dont elle e
compofée. Ainfi, les Raifons arithmétiques de
24218,der12 2 6,de8 2 2 font égales, pat-
ceque toutes trois ont 6 pour Expofant. Je fuis
¢également riche, lorfquayant 8 liv. jen dois

. payer 2, qué lorfqu'ayant 12 liv. j'en dois payer

que cellede 1226, 0ude 2

6; ou qu'ayant 24 liv. jen dois payer 183 par-
ceque dans ces trois cas il me refte 6 liv.
¢+ De méme, la Grandeur de la Raifon géomé-
trique de 24 3 12, n'eft pas plus confidérable
g 15 parceque I2
neft pas contenu plus de fois dans 24, que 6
dans 12, ou 1 dans 2. Diftribuez 24 liv. @ 12
perfonnes, ou 12 3 6, ou 2 A 1, chacune d’elles
ne peut recevoir gue deux liv.

La Grandeur des Termes d’une Raifon influe
fi peu dans la Grandeur de la Raifon méme,
que fi 'on diminue le Conféquent fans toucher
a I'Antécédent, la Railon augmentera. Ayant
la Raifon de 12 2 6, fi je fubftitue 3 2 12 place
de 6, la Raifon arithmétique de 12 2 3 aurag
pour Excédent ou Expofant; & la Raifon géo-
métrique aura 4 pour Expofant ou Quotient.

Au contraire, la Raifon diminuera, fi laiffant
fubfifter I'Antécédent, on augmente le Confé-
quent. Dans la Raifon propofée, fi I'on prend
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9 pour Conféquent au lieu de 6 , on n’aura que
3 d’Excédent pour la Raifon arithmétique , &
feulement 1+ pour la Raifon géométrique.

1l feroit facile d’augmenter ou de diminuer
les Raifons, en faifant les changemens dansI'An-
técédent fans toucher au Conféquent.

Je me fers des nombres.pour rendre fenfibles
ces vérités générales, parceque les nombres
font trés-propres 2 repréfenter toutg autre el-
péce de érandcur. On voit aifément que ce ne

ont que des exemples. ,

Les Raifons étant donc des Grandeurs réel-
les; elles font fufceptibles des opérations que
Pon peut faire fur toutes les Grandeurs, c'eft-
a.dire, qu'on peut les augmenter par Addition
& Multiplication, & les diminuer par Souftrac-
tion & Divifion.

Mais il faut prendre garde, qu'autre chofe eft
d’auFmenter, de diminuer, de multiplier, de
diviler une Raifon: autre chofe de faire ces opés
rations fur les deux Termes qui la compofent.

On ne peut augmenter ou diminuer une Rai-
fon, qu'en opérant de telle forte , que 'Expo-
fant augmente ou diminue. Nous venons d'en
voir des exemples, & I'on en verra encore dans
Ia fuite.

Mais on peut opérer fur les Termes, fans que
Ia Raifon cﬂange, Ceft-3-dire, fans que 'Expo-
fant en regoive la moindre atteinte : ceft ce
qu’il faut maintenant expliquer.

La Raifon arithmétique étant une Souftrac-
tion, & la géométrique une vraie Divifion, il

eft dans l'ordre d'employer I'Addition & la

Liv. IL -
II1. SBCT.
I. PART. '

Crgr. 1.
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Souftradtion pour augmenter & diminuer les
Termes d'une Raifon arithmétique ; & d'un au-
tre coté, la Mukiplication & la Divifion 3 Fé-
gard de la Raifon géométrique. Cela pofé,

Si j'ajoute une Grandeur egale A chacun des
Termes d’une Raifon arithmétic}ue, ou fijen
retranche une Grandeur égale , FExpofant fera
toujours le méme, & la Raifon ne changera
point. Car Ceft un principe évident , que orf-
qua chofas inégales, on ajoute, ou gu'on en
retranche chofes égales, les Touts augmentés
ou diminués, confervent entre eux la méme
Inégalité qu'auparavant. , :
" Ayant la Raifon arithmétique de 12 2 6, fi
Jajoute 4 & ces deux Termes, ou fi jen retran-
che 4, 'Excédent de 16 fur 10, & celyide 8
far 2 fera 6, ainfi que I'Excédent de 12 fur 6.

~ De méme, fi je multiplie ou fi je divife les
deux Termes d'une 'RaiFon géométrique par
une méme Grandeur quelconque, cette Raifon
ainfi transformée aura toujours le méme Expo-
fant ou Quotient.

Ayant la Raifon géomérrique de 8 3 4 dont
PExpofant eft 2, fi je multiplie les deux 'Fermcs
par 3, jaurai la Raifon de 24 3 12, dont PEx-
pofant eft encore 2 : & fi je divife les deurx Ter-
mes 8 & 4 par 2, ayrai la Raifonde 43 2, dont
FExpofant eft encore 2. .
* Pour concevoir cette vérité d'une maniere
encore plus générale, il faur obferver 1°. que
dans toute Raon, 'Antécédent eft toujours.
regardé comme le Tout , & le ConfEquent com-
me partie du Tout. 2°, Quun Tour peut &re
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partagé en parties aliquotes, ou en parties a}i-
quantes. - Liv. IL.

* Les parties aliquotes font celles, qui, répé- 11I. SEcr.
tées un certain nomMe de fois, conftituent P““i'
exa&tement le Tont fans aucun refte. Ainfi, 10, Caar. L.
5> 4> 2, 1. font parties aliquotes de 20 parce-
que 10 répété deux fois, § répété quatre fois,

4 tdpéeé cinq fois, 2 répéeé dix fois, & 1 répété
vingr fois , font précifément le nombre 20.

Par la méme raifon, les parties proportion-
nelles dun Tout, telles que les Moitiés, les'
‘Tiers, les éluarts, les Cinquiémes, &c. font

.parties aliqliotes; parcequ’elles font exaltement
contenues dans leur Tout fans aucun refte.

Le Tout eft appelte AMultiple par rapport A
fes parties aliquotes, parcequ’il eft formé par
une répétition fuffifante de ces parties; & par

*1a méme raifon, ces mémes parties font appel-
Yes Sous-multiples du Tout. o
- Les parties aliquantes font celles qui ne me«
farent pas exa@tement le Tout. Ainfi, 12 & &
ne font que les parties aliquantes de 20, parce-
que la répétition de 12, non plus que celle d¢
8 , ne feront jamais 20. _

Dans la Raifon arithmétique , on ne confidére
le Tout, que comme compof¢ de parties ali-
quantes. On en retranche une d'entre elles, la-

uelle jointe avec le Refte ou I'Excédent, eft
2 ale au Tout. Ayant la Raifon 10 eft 2 3,'Ex-
cedent eft 7. Or 7+3=10. '

Il peut arriver néanmoins que la partie re-
tranchée & I'Excédent foient aliquotes du Tout.
Si je retranche 4 de 8, refte 43 & 4 eft aliquote

-
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de 8. Mais alors cette aliquote par accident eft
toujours regardée comme fimple aliquantes
parceque fa qualité d'aliguote n'influe pour rien
dans Fopération. _

C'eft tout le contraire dans la Raifon géomé-
trique. On n’y confidere que les parties ali-
quotes; parceque cette Railon n'eft qu'une Di-
vifion ou Frac&tion. Dans la Raifon 15 eft 3,
on demande combien de fois 14 contient 3 :
IExpofant. ou Quotient § donne la réponfe.
Ainfi, le Conféquent & Expofant de [a Raifon
doivent étre des aliquotes de I’Antédédent. Car
fi 3 eft exaCtement cinq fois dans 15, § doit y
étre contenu précifément 3 fois. D’oul il fuit que
Ie Conféquent ou Pivifewr d'une Raifon géomé-
trique, multiplié par I'Expafant ou Quotient eft
¢égal A 'Antécédent ou Dsvidende.

Ces maximes font indubsitables dans les exem-
ples allégués & dans mille autres qui viennent
aif¢ment A lefprit. Mais il y en a fouvent ol
Fapplication en feroit plus difficile. Je commen~
ce par la Raifon arithmétique.

Dans la Raiforrde § A 12, oul le premier Ter-
me eft le plus petit , peut-on dire que § foit le
Tout , & que 12 en foit partie aliquante ? -

Je réponds que cela fe peut trés- bien dires
parcequil y a des cas ol I'on eft obligé de re-
trancher une Grandeur d'une plus petite. Si, pas
exemple, je dois 12 liv. & que je n'en aie que
5 pour les payer, il serr manque 7 liv. que ma
dette ne puiffe étre acquittée. On peut donc
exprimer mes facultés par cette Souftradtion
§—12, dont 'Excédent eft—7.
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1l faut obferver, que de quelque manjere =======
que 'on arrange les Termes de cette Raifon, Liv. IL
on a toujours le méme Expofant, quoiqu’avec 1. SECT.
des fignes contraires. Car 12—-§=+7, & §—12 éui’;““:
=~7. Ceft pourquoi dans les Raifons arithmé- )
tiques ot I'on n'auroit pas fujet de remarquer
la difi¢rence desfignes qui précgdent les Expo-
1ans, on peut fans danger regarder le grand
‘Terme comme le Tout; & le petit, comme
_partie aliquante. o
Venons 2 la Raifon géométrique qui exige
plus d'attention. On peur demander d’abord
comment le Conféquent pourroit toujours étre -
regardé comme al~i‘§uote de I'Antécédent, at~
tendu que le Confequent n'en eft quelquefois
qu’une partie aliquante? Telle eft la Raifon de
1238,de 102 9, & mille autresn?lel’onpeut
imaginer , dans lefquelles les Conféquens 8 &
9 ne font pas de nature 3 mefurer exactement
les Antécédens 12 & 10
Je réponds que dans 1e cas ol fe Conféquenc
n'eft pasexatement contenu dans 'Antécédent,
<ce font les Aliquotes communes aux deux Ter-
‘mes qui mefurent {e Tout. Dans la Raifon 12
<ft 2 8, 4 moitié de 8 eft trois foisdans 12: &
dans celle de 102 9, 1, neuviéme de 9 eft dix
fots dans 10. Cleft précifément comme fi on di-
foit 3 fois 4 eft 2 deux fois 45 ou 10 fois reft 2
9 fois 1. Aufli ces Raifons ont-ellestoujours un
Expofant, qui, multiplié par le Conféquent ou
Divifeur, eft égal 2 F Antécédent. ¥ apour Ex-
poflant 1453 & 1+1x8,=12. De méme 5 a
pour Expofant 1+435:& 1+§x 9 =10,
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On peut demander en fecond lieu quel eft le
Terme qui doit étre regardé comme le Tout,
& celui qu'on doit regarder comme Partie dans
les Raifons géométriques ot I'Antécédent eft
moindre que le Conféquent: par exemple , dans
la Raifonde 2 2 10. '

Quelques ferfonnes fe font imaginées, que le

_plus grand Terme étoit toujours le Tout, & le

~ petit Terme la Partie; & qu'ainfi la Raifon de

.2 2 10 ¢toit Jlaméme que la Raifon de 102 2.

Car, dilent-ils, lorfqu’on a la Raifon de 10 2
2, on demande combien de fois 10 contient 2 :

.au lieu que lorfqu’on ala Raifonde 22 10, on
“demande combien de fois 2 eft contenu dans

10, ce qui eft vétitablement la méme chofe.
.. Mais ces perfonnes fe trompent aflurément :
les deux Raifons font fort diftérentes l'une de
Fautre. Car la Raifon géométrique n’étant reel-
lement qu'une Fra&tion, celle de 10 2 2 ;donne
Aix Moitiés ouCing entiers, au lieu que celle de
2 2 16 ne donne que deux Dixié¢mes ou un Cin-
quiéme. ,

Il faut donc dire que dans ce cas-12 méme,
TAntécédent eft regardé comme le Tout oule
Dividende; & le Conféquent comme I'Aliquo-
.te ou le Divifeur ; & qu’alors on confidere com-
bien Antécédent contient d’Aliquotes de fon
Conféquent. L’Aliquote commune fert-2 mefu-
-rer les deux Termes; & I'Expofant de ces Rai-
fons, multiplié par le Conféquent,donne un Pro-
duit ¢gal 3 'Antécédent. L'Expofant de la Rai-
fonde 22 10 eft $: & $x10=2. Dans la Raifon
de429,0u$ IExpofant eft ++5:O0r 5 + 3 X9
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=4 Car%x9=§=3:&§;9=§=x: &3+
1=

On voit par-Ia qu’il y a toujours une Raifon
exacte entre deux nombres quelconques , & par
-conféquent entre deux Grandeurs qui peuvent
ére exattement mefurées par une Aliquote
commune. Car cette Aliquote pourroit étre ex-
primée par un nombre, au moins par ['unité,
.ou par des frattions de I'unité. Les deux Gran-
deurs feroient donc compofées d'un nombre
d'unités Aliquotes. Elles auroient donc entre
elles un Rapport exact; puifque deux nombres
quelconques ont toujours!'unité pour commune
mefure. Aufli pour exprimer que deux Gran-
deurs font commenfurables Fune A l'autre, on
dic, que lewr Rapport eff de nombre & nombre.

Si donc il e trouvoit que:deux Grandeurs
n’euffent point d’Aliquote commune, elles fe-
roient éncommenfurables ; & le Rapport qui fe-
roit entre elles ne feroit pas de nombre A nom-
bre, & n’auroit pas un nombre pour Expofant.
Ce Rapport eft appellé Raifin fourde.

Aprés cet éclairciffement, il eft aifé de com-
prendre que les demx.Termes d’ane Raifon
géométrique , multipliés ou divifés par une mé-
me Grandeur, confervent toujours le méme
Expofant. Car il eft manifefte que i I'Antécé-
.dent contiént un certain nombre de fois fon
Conféquent ou les Aliquotes de fon Conféquent,
e Double, le Triple, le Quadruple, &c. oula
Moitié, le Tiers, le Quart, &c. de I'Antéce-
dent, contiendra autant de fois le Double, le
Triple, le Quadruple, &c. ou la Moiti¢, le

——

Liv. 1L

TH. SkcT.
Io ?ART.
CuAP. Y
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smmwmemm Tiers, le Quart , &c. de fon Conféquent ou des

Liv. IL,
111, SecT
I. PART.

-Caap. II
&

Aliquotes de fomConféquent. En effet, en mul-
- tipliant ou en divifant les deux Termes par la
méme Grandeur , je multiplie ou je divife leurs
* Aliquotes communes dans le méme Rapport.
Donc I'Expofant fera toujours le méme dans
tous ces cas. :
On exprime cette vérité d’une maniere gé-
nérale, en difant, que lz Raifon géometrique de -
“deux Grandeurs , eft la méme que celle de lenrs
Equi-multiples , on de leurs Equsoous-multiples.
Les Raifons fourdes ne font pas méme ex-
ceptées de cette régle. Car quelque foit le Rap-
port de deux Grandeurs incommenfurables , il
fera toujours le méme dans leurs Equi-multiples
& dans leurs Equi-fous-multiples. Nous verrons
dans la fuite que le Coté & la Diagonale du
Quarré font des Lignes incommenfurables.
Mais il n’en eft pas moins évident que leur Rap-
‘port, quelqu'il puifle étre, eft le méme que
celui de leurs Doubles & de leurs Moitiés.

CHAPITRE II

LES PROPORTIONS.

'DEux Raifons égales forment une Propor-
tion : & comme il y a deux fortes de Rai-
fons, il y a auffi deux fortes de Proportions:
Yarithmétique , qui confifte dans I'égalité de
deux Raifons arithmétiques; & la géometrigue,
compofée de deux Rai(}ons géométriques éga-

les,
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. les, ceft-2-dire, qui ont le méme Expofant, Smammmy

La comparaifon des deux Raifons égales fe
fait de cette maniere. On dit qu'une premiere
_ Grandeur eft 2 une feconde, comme une troi-
fiéme eft 2 une quatriéme, ceft-2-dire, pour
Ia Proportion arithmétique, que la premiere
furpafle la feconde , comme la troifiéme fucpafle
la quatriéme: & pour la Proportion géométri-

que; que la premiere Grandeur contient la fe-

conde ou les Aliquotes de la feconde , comme
1a troifiéme contient la quatriéme ou les Ali-
quotes de la quatriéme.

Ces comparaifons s'expriment de la maniere
fuivante pour abréger.

Proportion arithmétique, 8.6 7.5

 Proportion géométrique. 6+33i14-2
Le Point que I'on met entre les deux Ter-
mes d’une Raifon fignifie ¢ff 4 : & les Points

qui féparent les deux Raifons, expriment la
comparaifon, & fignifient comme. On fe fest de

trois Points rangés en Triangle dans la Propor-

tion arithmétique, & de quatre Points rangés
en Quarré dans la géométrique.

Toute Proportion renferme donc quatre
Termes : I'Antécédent & le Conféquent de la
premiere Raifon: Antécédent & le Conféquent
de la feconde. Et de ces quatre Termes, le pre-
mier & le quatriéme font appellés les Extremes
de la Proportion: le fecond & le troifiéme , les
Moyens. ’

* Lorfqu‘on compare plus de deux Raifons éga-
les, on dit que Ia Proportion cﬁcKu'rme'e._ On

Liv. 1L

1I1. SBcT.
I. PArT.
CuAP, 1L
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l'exprime ainfi pour la Proportion arithméti
que, 108311977573 1 &c.

Et pour la glométriques 12+8:315-10:26+4

il arrive que dans une Proportion, le Con«
f&quent de la premiere Raifon foit la méme
Grandeur que I'Antécédent de la feconde Rai-
fon, on la nomme Proportion continue ; & la
Grandeur commune aux deux Raifons eft a
pellée Moyen proportionnel. Mais au lieu de
tépéter deux fois le méme Terme dans la for-
mule, on ne I'écrit qu'une fois en faifant pré-
céder le figne comme, de cette maniere.

Proportion arithmetique contsnue: 38 +6+4

Proportion géométrique continke : 842

Si la Proportion continue aplus de trois Tet-
mes, on [appelle Progrefion. o

Progre(fion arithmétique : “>1+2+3+4+§ &cq

Progreffion géométrigue : *=1+2+4+8-16 &c.

En lifant ces chifftes on répéte le Moyen pro- ,
portionnel A chaque mutation de Raifon. 1 eft 2
2, comme 2 eft 2 3, comme 3 eft 2 4, comme
4 eft 2 5, &c. & pour la feconde Progreffion =
g efta2, comme2eftd 4,commegefta8,
<omme 8 eft 2.16, &c. , '

1l v’eft pas néceflaire de prouver que les qua-
tre Termes qui font en Proportion arithméti-
que, ne forment point une Proportion géo-
métrique; & que ceux qui forment cette der-
niere, ne font point en Proportion arithmétique.

Les Raifons 7 2 5 & 3 31 font égales comme
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Raifons arithmétiques, mais inégales comme i
Raifons géométriques. De méme, les Raifons Liv. IL-
82 4 & 62 3 dgales glométriques, font iné- ITT SEcx.
gales arithmétiques. S I. Pan.

CHAaPr, II.
s. L

§. 1.
PROPRIETE'S
de la Proportion arithmétique.

' Prés avoir Yris une idée générale des Proe
portions, il faut en établir les propriéeés .
les plus importantes. Je commence. par Fatith-
métique.

PROPOSITION FONDAMENTALE.

Dans toute Proportion arithmétique , la Somme
des Extrémes eft égale a la Somme des Moyens.

JYe dis Somme, & non pas Produst, parceque
la Proportion arithmétique eft compofte de
deux Souftrattions égales , & que I'Addition eft
correfpondante 2 la Souftra&tion.

PreMIERE PREUVE:

Dans une Proportion arithmétique, le fe-
cond Terme eft autant au-deflous du premier,
;ue le troifiéme eft au-deflus du quatriéme.
Par conféquent, en joignant enfemble les deux
mojyens, fon rend au Conféquent de la pre-
miere Raifon ce qu'il a de moins que fon An=
técédent. Mais c'eft aux dépens d;l’Antécédent

i



361  -GEOMETRIE METAPHYSIQUE

- pumemm— |3 quatriéme en fouftrayant le Terme connu de

Liv. 1I.
III. Secr.
L. PazT.

Cuar. II,
’ S. L.

la Somme des Moyens, fi l'inconnu eft un Ex-
tréme; ou de la Somme des Extrémes, fi I'in-
connu eft un des Termes moyens. Le refte fera
la Grandeur cherchée. '

. Ayant 7.5° 4-X : tant 7 de §+4 Somme
des Moyens, le refte 2 feralavaleur de X'. Car
7°5 7 402 : .

Ou bien : ayant 7+4.° X'+2, otant § de 7+2
Somme des Extréntes, le refte 4 ferala valeur
de X. Car 7§ 4-2. .

* Si Pon avoit un Terme inconnu dans une
Proportion continue, il ne s'agiroit que de re-
trancher FExtréme connu du Moyen propor-
tionnel ps deux fois, fi l'inconnu eft un Ex-
tréme. Ayant 5-6+4-X : ona 4+4=8 ydol re- -
tranchant 6, refte :=X. Car %= 6-4-2.

-.Si le Terme inconnu eft ke Moyen propor-

tionnel, on le trouvera en prenant la moitié de

la Somme des Extrémes. Exemple, =28.X-2:

on a 8+2=10, dont lamoitié¢ §=X. Car- 8.5.2.

1l fuit 2°. que 4 Grandeurs feront toujours
en Proportion arithmétique , de guelque ma-
niere qu'on les arrange , pourvu que ?a Som-
me des Extrémes foit égale A la Somme des
Moyens. -

- Ayant 9.6 §<2; I'on peut dire 69" 2+5:
ou bien, §-9°" 2-6: ou bien, 9.5 6.2, &c.
Dans les dernieres formules , les Raifons n’ont
pas le méme Expofant que dans la premiere.
Mais il y a toujours Proportion , parceque la
Somme des Extrémes ‘& celle des Moyens.eft
toujours §+6 & 9+2=11. , :
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§. i1

PROPRIETE'S -
de la Proportion géomérique.

COnﬁdérons maintenant la Proportion géo~
métrique , 2 laquelle l’atithmétique a pré-
paré les voies. Celle-ci n’étant que ['égalit¢ de
deux Souftradtions, n’étoit fufceptible que de
Fopération correfpondante, ceft-a-dire, de
FAddition. Mais dans la géométrique ,. qui con-
fitte en Divifions ou fra&tions égales, on ne peut
réunir les Termes que par la Iéultiplication.
Ainfi, puifque la nature de la Proportion
atithmétique nous donne la Somme de fes Ex-
trémes égale A celle de fes Moyens, I'analogie
nous conduit 2 préfimer que la géométrique
nous. donnera le Produit de fes Extrémes égak
ax Produit de les Moyens. Je vais prouver en
rigueur cette Propofition fondamentale.

PREMIERE PREUVE.

———
Lyv. IL.
HI. SECT.
I PaArT.
Cuar Il

s. I ‘

Si 'on multiplioit I’ Antécédent & le Confé-

quent de la premiere Raifozd’unc Proportion

¢omérrique, par le Conféqlient de la feconde ,
es Produits ne pourroient €tre- égaux,. parces
que ce feroient deux Grandeurs inégales, mul-
tipli¢es par une méme Grandeur. Par exemple,.
fil'Antécédent éroit double du. Conféquent »
comme dans la. Proportion fuiva:I){e 842363,

: iv
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e §| et dvident que le Produit de 8 par 3 eft dous

Liv. IL
I11. SECT.
1. ParT.
CHAP. II.
s. 1L, -

~ fur

ble du Produit de 4 par 3.

- Mais comme I'Angécédent de la feconde Rai-

fon eft 2 fon Conféquent, comme I'Antécédent
de la premiere eft au fien, pour érablir I'égalité
des Produits,, il faudroit, aprés avoir multipliéle
premier Antécédent par le fecond Conféquent,,
multiplier le premier Conféquent, non par le
fecond Conféquent , mais par le double de ce -
Conféquent, ceft-a-dire , par I'Antécédent dela
feconde Raifon.

Ainfi, au lieu de multiplier 4 par 3, qui ne
donne que la moitié¢ du Produit de 8 par le mé-
me 3, il faudroit , pour parvenir 2 I'égalité des
Produits , multiplier 4 par 6 double de 3. On
auroit donc 8x3=4x6. Or, 4 & 6 font les deux
Moyens, & 8 & 3 les deux Extrémes. Donc,
dans une Proportion géométrique , le Produst des
Extremes eft égal an Produst des Moyens.

Oni voit bien que Pexemple allégué ne fert
ici Tue d’éclairci[?ement. LaPreuve eft appuyée

‘¢galité du Rapport de Antécédent auCon- -
féquent dans les deux Raifons. Or, cette égalité -
de Rapporr fubfifte, foit que I'Antécédent foit
double, triple ou quadruple de fon Conféquent,
foit qu'il foit en telle autre Raifon que I'on vou-
dra. *

Par exemple, fi Fon a 12-4::9+3, il eft évi-
dent que fi Fon multiplie les deux premiers
Termes par le quatriéme, 12x3 fera triple de
4x3 , puifque 12 eft triple de 4. Donc on éra-
bliroit I'égalit¢ des Produits en multipliant ¢
premier Moyen, non par le dernier Extréme
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Produit des Extrémes égal au Produit des
Moyens. . '

Ce feroit Ia méme chofe dans le cas od I'An-
técédent feroit moindre que fon Conféquent
dans les deux Raifons. Par exemple , ayant 3.
4::6+8:fil'on multiplie 3 & 4 par 8 ,'on aura
24 & 32, Cefta-dire, deux Produits dont le
premier n'eft que les trois quarts du fecond,
comme 3 2 I'égard de 4, & 6 2 I'égard de 8.
Dong pour éablir I'dgalicé des Produits, il faue
multiplier 4,non par 8 , trop grand d'un quart,
mais par 6 trois quarts de 8. On a donc 3x8=
4x6, c'eft-2-dire,, le Prdduit des Extrémes égal
au Produit des Moyens.

SECONDE PREUVE.

La Raifon géométrique étant une fra&ion,
PAntécédent doit étre regardé comme le Di-.

vidende; le Conféquent, comme le Divifeur;
& PExpofant, comme le Quotient. Or le Divi-
feur multiplié par le Quotient donne un Pro-
duit égal au Dividende. Donc le Conféquent
multiplié par PExpofant donnera une Grandeur
égale A 'Antécédent.

Soit donc la Proportion géométrique, 9.3

:16-2, dont IExpofant eft 3. Si Fon multiplie
chaque Conféquent par 'Expofant , on aura pour
Conféquens. deux Grandeurs égales A chaque
Antéczdent > & la Proportion fera transformée
en celle-ciz 9.9 ::6-6. Proportion puérile 2
force détre exalte ; & dans laquelle le Produit

'3 » mais par le fecond Terme moyen o triple de =m——
f. On auroit donc 12x3=4x9, Ceft -1 -dire,
e

Liv. II.
III. SkcT.
I. PARrT.
Cuar. 1L
S .
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des Extrémes & celui des Moyens font égaux ,
méme aux yeux. Car de part & d'autre les
Grandeurs 3 multiplier font les mémes, 9 par
6, & g par 6. On aura doric §4 & 54 pour les
deux Produits. - v
Maintenant fi Ton divife 'un & I'autre Pro-
duit 54 & 54 par le méme Expofant 3, les Quo-
tiens doivent encore étre égaux : ce fera 18 &
18. Or en divifant ainft les Produits 54 & 54
par le méme Expofant 3 qui avoit multiplié les
deux Conféquens 3 & 2, je remets ces derniers

‘Termes dans leur premier état. Donc, puifque

9x6 & 9x6 ont donné les deux Produits égaux
§4 & 54 dans la Proportion transformée , 9x2,
& 3x6 donneront dans la premiere Proportion
les deux Produits égaux 18 & 18.0Or 9 & 2 font
les Extrémes, & 3 & 6 les Moyens: Donc dans
toute Proportion géométrique be Produit des Ex-
trémes eft cgal an Produst des Moyens. -

" Telles font les preuves métaphyfiques de cette
belle propriété de la Proportion géométrique.
Je ne doute point qu'en y réﬁéchi(%ant, onnen
pit trouver d’autres. Mais celles-ci fuffifent.On
y peut joindre encore celles que 'Algebre four-
nit. Silon en eft curieux, on les trouvera dans
les Livres qui traitent de cette Science.

H eft trés-effentiel de remarquer que les preu-
ves sappliquent.  toutes les Proportions géo-
métriques , méme 2 celles qui feroient compo-
fées de deux Raifons fourdes. Car I'incommen-
furabilité des deux Termes étant la méme dans.
les deux Raifons, il eft toujours vrai de dires,
que de quelque maniere que I'Antécédent cone -
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tienne fon Conféquent, il le contient de la mé-
me maniere dgns1cs deux Raifons.

Quant 2 laProportion géométrique continue,
il eft évident que le Moyen proportionnel mul-
tiplié pagJui-méme, eft ¢gal au Produit des deux
Extrémes ; puifque le Moyen proportionnel eft
en méme tems le Conféquent de la premiere
Raifon, & I’Antécédent de la feconde. Ayant
<1842, 4X4=8x2. )

On voit par-I2 que le Moyen proportionnel
multiplié¢ par lui-méme donne un Quarré; &
le Produit des Extrémes, un Re&angle. Carun
Quarré n'eft autre chofe qu'une Grandeur mul-
tipliée par elle-méme; & un Rectangle, le Pro-
duit de deux Grandeurs inégales. On a donc
par la Proportion géométrique continue un
Quarté ¢ a.r 3 un Re&angle ; & pour avoir ce
Quarré; il n’eft befoin que de trouver une Gran-
deur moyenne proportionnelle entre les deux
Produifans du Retangle.

Il fuit 1° que pour trouver le Terme in-
connu d’une Proportion géométrique , il faue
‘multiplier les deux Extrémes ou les deux
Moyens, & divifer le Produit par I'Extréme ou
le Moyen connu: le Quotient fera la Grandeur
cherchée. Exemple, §+2::15-X : 2x1§=30,
& ¥ =6. Donc 6=X.

SiI'on cherche un Extréme d’une Proportion

Liv. II.
HI. SBcT.
1. PaxrT,
Cuav. 1L,
[ | &

continue, on le trouvera en divifant par 'Ex- -

tréme connu le Produit du Moyen multiplié
par lui-méme. Exemple, ::8.6-X.Ona 6x6
=363 &¥=4+%. Donc 4+i=X.

Lor{que le Moyen proportionnel eft le Ter-
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me inconnu, il faut chercher la Racine quarrée
du Produit des Extrémes, c’eft-2-dire , la Gran-
deur , qui, multiplice par efle-méme, donneroit
un Quarré égal au Rectangle produit des Ex-
trémes. Exemple, :: 8:X+2. On a #x2=16,
dont la Racine quarrée eft 4; parceque 4x4=
16. .

Mais fi cette Racine fe trouve quelquefois,
il arrive le plus fouvent qu'on la chercheroit en
vain dans les Re&tangles formés par'{lc Produit
de deux nombres inégaux; parcequ’il s'en faur
de beaucoup que tous ces Produits ne foient des
Nombres quartés. Par exemple, ayant i 3+
X +4. On a 3x4=12. Mais 12 n’eft pas urf Nom-
bre quarré. Il eft donc impofiible de trouver en
nombre [a Racine du Quarré égal 2 ce Reétan-
gle, quoiqu’on en puiffe approchera I'mfini par
des frattions. Mais on la trouve toujours, &
trés-exa@ement en Grandeur lindaire , comme
on le verra dans la fuite.

_ 1II fuit 2°. que les changemens que I'on pour-
roit faire dans les Termes d’une Proportion
géométrique , n’empéchent pas qu'ils ne foient
toujours en Proportion, tant que le Produit des

_Extrémes eft égal au Produit des Moyens.

Ayant 8:4::6-3. .
Je puis dire: 8-6::4+3. Ce changement fe
fait permutando.
1l fe fait alternando, en difant, 3.4::6-8.
Invertendo, en difant, 4-8::3-6.
~ On a dans tous ces changemens, ainfi que
dans la premiere Proportion: 4x6=8x3.
On peut encore fans détruire la Proportion,
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faire d’autres changemens dans les Termes dont ===
elle eft compofée, foit en multipliant ces Ter- Liv. IL
mes , ou les divifant par une méme Gran- IlI- SECT.
deur, foit en ajoutant les Conféquens aux An- é PArT.

! HAP. 11,
técédens, ou retranchant les Conféquens des ¢y
Antécédens, pour comparer la fomme des deux :
Termes, ou I'Excédent de I'un fur I'autre avec
les Conféquens laiffés dans leyr fimplicité. Mais
il eft inutile pour notre objet dentrer dans ce
détail. Je ne prétends pas donner ici un Traité
complet des Raifons & des Proportions.

—————
'~ CHAPITRE IIL
Rasfons compofées , inverfes , dowblées & sriplées.

. &
RAISONS COMPOSEES.

Es Raifons compoféés fappofent les Raifons
compofantess & celles-ci font les fimples,
dont nous nous fommes occupés julqu'a préfent.

De plufieurs Raifons fimples on peut faire -
une Raifon compofée, en uniflant les Antécé.
dens avec les Antécédens, & les Conféquens
- avec les Conféquens, de la maniere qui con-
vient 2 la nature des Raifons que Fon veut com-

ofer. " . :

S'il $agit de Raifons arithmétiques, Funion

des Termes homojognes fe doit faire par Addis
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s tjon ; & par Multiplication, §'il s’agit de Raifons

Liv. II.
III. SecT.
I. PARrT.
Cuar. III.

s. L

ométriques. :

Les Railons étant de véritables Grandeurss
& ces Grandeurs étant exprimées par 'Expo-
fant, comme on I'a prouvé ci-deflus , compofer

lufieurs Raifons fimples, c’eft de leurs Ex
Ems en faire un feul, foit par Addition, foit
par Multiplication. ‘

Ayant les deux Raifons arithmétiques 5.3 &
7+4> dont les Expofans font 2 & 3, laRaifon
compofée donnera 12-7, dont l’Ex‘Poﬁnt eft 5.
Or §=2+3 Expofans des deux Raifons fimples.

Ayant aufli les deux Raifons géométriques
10-5 & 6+2, dont les Expofans font 2 & 3, la
Raizm compofée donnera 6o-10, dont I'Ex-
pofant 6 eft le Produit de 2 par 3 Expofans des
Raifons imples. B

On feroit aifément une Raifon compofée de
trois Raifons fimples, arithmétiques ou géomé-
triques, & méme d'un plus grand nombre, sl
en éroit beloin. 2T S

Au moyen de cette explication, on entend
aifément le fens de cette Propofition de Géo-
métrie : Dewx Grandeurs font entre elles en Rai-
Jon compofée de lenrs Produifans homologues.

. Soient, par exemple , deux Retangles dont
Ia Bafe du premier foit 8, & la Hauteur 63 &
dont la Bafe du fecond foit 4 , & la Hauteur 2.
Pour comparer ces deux Re&angles , il faut
examiner le Rapport de la Bafe du premier 2
la Bafe du fecond, & de la Hauteur du premier
3 la Hauteur du fecond. L’on a donc les deux
Raifons fiivantes $+4 & 6+2, Ceft-2-dire, que
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1a Bafe du premier eft double de la Bafe du fe-
cond, & que la Hauteur du premier eft triple
de la Hauteur du fecond. -

Maintenant pour fcavoir ce qui réfulte de ces
deux comparaifons, il faut multiplier d’un cdté
fes deux Antécédens, & de l'autre les deux

CE——

‘Liv. IL.

II1. SecT,

I. PARrT.

Cuar. IIL
s. I,

€onféquens, 8 par 6, & &pat 23 Ceft-a-dire, .

faire une Raifon compofée des deux Raifons
fimples. Car les deux Antécéders font laBafe & Ia
Hauteur du premier Re&tangle, c’eft-a-dire, fes
deux Produifans: & les deux Conféquens 4 & 2
font les Produifans du fecond ReGtasgle , c’eft-
a-dire, fa Bafe & fa Hauteur. Danc ces deux
Rettangles, formés par leurs Produifans, fons
entre cux en Rasfon compofée de lewrs Produs-
Jans bomologues , C'¢ft-2-dire, comme 8x6=48
éft 3 4x2=8. L’Expofant de cette Raifon com»
pofie eft 6 Produit de 2 Expofant de'la Raifon
de 82 4, par 3 Expofant de I'autre Raifon fim-
plede6aa. L'Exlpofant 6 nous athrend quele
premier Re&angle contient fix fois la Surface
du fecond. '

Soient encore deux Paralldlipipédes, dont le
premier ait paur fes trois Produifans 4,5, 63
& le fecond, 1, 2, 3, la comparaifondes trois
Produifans homologues dontiera trois Raifons
fimples, celle de 4 2 1 dont Expofant eft 43
celle de 5 2 2 dont 'Expofant eft 2+3; & celle
de 6 2 3 dont I'Expofant eft 2. »

" * Pour avoir le réfultar de ces trois comparai-

fons , il faut multiplier les trois Antécédens 4,

s » 6 dont le Produit eft 120, & les trois Con=
zé uens 1, 2, 3 dont le Produit eft 6. Les deux
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Parallélipipédes font donc entre eux en Raifon
compofce de leurs trois Produifans homolo-
gues, c'eft-a-dire, comme 120 eft 2 6 : & 20
Expofant de cette Raifon, montre que le pre-
mier Parallélipipéde contient 20 fois la folidité
du fecond. Or, 'Expofant 20 eft le Produit des
Expofans des trois Raifons fimples 4., 2+3, & 2
multipliés les uns par les autres.

- §’ I to
RAISONS I‘N_V.ERSES.
EN' réuniffant deux Raifons fimples dans une
feule Raifon compofe, il arrive quelquefois
que les deux Termes de cette derniere font
deux Nombres égaux. ou deux Grandeurs éga-

les, quoique les Raifons fimples foient fort dif-
férentes 'une de l'autre.

Ayant, par exemple, les deux Raifons arith-
métiques 7+3 & 246, la Raifon compofée fera
7+2 eftd 3+6. Or 7+2=9 ainfi que 3+6.

. De méme, ayant les.deux Raifons géométri-
ques: 8.4 & 36, la Raifon compolée fera 8x3
eft 2 4x6. Or 8x3=124, aufli-bien que 4x6.

Cette égalité, dansles deux Termes de la Rai-
fon compofe, fait fentir que les Raifons fimples,
quoique différentes, ont néanmoins une analogic
proportionnelle. Car on peut dire que 7 furpafle
3, comme 2 eft furpafl¢ par 6; & que 8 contient

» comme 3 eft contenu dans 6 : ce qui renfer-

* me manifeftement une Proportion, quoiqu’elle

ne s'offre pas dans un ordre diret & naturel.
' ' Pour
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- Pour mettre les 4 Termes ei: Proportion, jl ===
fuffic de cranfpofer ceux de l'une des Raifonsa Liv. IL’
fon choix , en ne touchant point 3 Lautre Raifon, 1. 8EcT.
v } PSR : I, PART.
7+3 7 6+2 elt une Proportion arithmétique: Cuarp. III
& 8:4::6-3 eft uoe Proportion géométrique. g, g,

Les Raifons qui ont cette propriéeé font ap-
pellées inzerfes ou réciproques , parceque pour
montrer la Proportion qui s’y trouve cachée, il
faut renverfer I'ordre des Termes d’une des
Raifons, c’eft-2-dire, mettre 'Antécédent 2 1a
place du Conféquent, & le Conféquen: 3 Ia
place de I'Antécédent.

Les Expofans de la Raifon compofte de Rai-
fons inverfes, ne s'écarrent pas de la régle or-
dinaire. Car TExpofant de la Raifon arjthmé.
riquede 733 eft +4; & celuide226eft—4
Or 4—4=0: ce qui montre que la Raifon com-
pofée n’a point d’Expofant. Car 742, & 3+6=
9. Or qui de 9 fte g refte o.

Dans I3 Raifon compofée de Raifons géomé-
grique inverfes, I'Expofant eft toujours 1. Cat
TExpofant de la Raifon implede 82 4, eft 23
& celuide 33 6, eft <. Or 2x,=1: ce qui mon-
gre I'égalité des Termes dans la Raifon compo=
fée. Car 24 produit de 8 par 3, eft contenu uny
fois dans 24 Produit de 4 par 6, ‘

Je nlinfilte pas {ur les Raifons arithmériques
inverfes, qui n'ont aucune application dans I3
Géoméerie. Mais o fait beaucoup d'ufage des
glomérrigues inverfess & c'eft cet nfage quiil
faut expliquer, :

On &t ,ciu'_clquefois que deux grandeurs [onp
¢ Raifon snverfe oy rffc:froquc de leurs Produfe
f > s
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smepmmmmen (115 homologues. Pour entendre ce langage, il
Liv. IL- faut fuppofer que deux grandeurs qué 'on com-
IIL. Secr. pare, ont chacune deux Produifans. Ce font,
é‘:; o L. par exemple, deux Rectangles. Pour trouver
5. 1. leur Rapport mutuel, il eft naturel de comparer
leurs Produifans homologues, la Bafe 2 1a Bafe,
& la Hauteur 2 la Hatteur; & la Raifon com-
ofée de ces deux Raifons fimples, fera voir le
Rapport de ces deux Figures, ainfi que rous

venons de l'expliquer dans le §. précédent. -
~ Si les Raifons fimples font égales, pn'dit que
les-Re&angles font en. Raifon dirette de “lenrs
Produifans homologues , ceft-2-dire , que leurs
Produifans homologues comparés dans' 'ordre
naturel, forment une Proportion géométrique,
Que la Bafe du premier Re&angle foit 165 cells
du fecond, 63 la Hauteur du premiier, § 3 tellé
du fecond, 3. Ces 4 Termes, Ens les déranger,
donnent la Preportion: 10:6: 53, Nous Vet-
rons dans la fuite que ces deux Rettangles fone
femblables, fans étre égaux. o
* Mais s'il arrivoit que les Rapports dire&s des
Produifans homologues ne fufferit pas égaux;
& que I'on trouvie cette égalité en bouleverfant
Yordre des Termes dans 'une des Raifons , on
diroit alors que les deux Re&angles font ez Ras-
Jon inverfe ou reciproque de lenrs Produs(ans-ho-

mulogues. e

.~ Par exemple, la Bafe du premier érant 8;
‘celle du fecond,” 45 TaHauteur du premier, 33
celle du fecond, 65 la Raifon de 8 3 4 n'eft pas
Ja méme que celfe de'’3 2 6. Mais , aprés avoir
<comparé la Bale'du peemier 2 eclle du fecond,;
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fi 'on renverfe I'ordre naturel, & que I'on com- Smm—
are la Hauteur du fecond 2 celle du premier, Liv. II, *
fcs’ Raifons ﬁ:zont égales, & Y'on aura laPro- %u.l?iii-r"*
rtion gcometrique:8-4226+3. - e '
Po}!.inﬁ- ,gédeux ggandeu; font; entre elles ex C?A:‘.;u,
Raifon inverfe on réciproque de lenrs Prodn;’fu: T
hemologues , lotfque les deux Produifans de [une
font les Moyens ou les Extrémes d’une Propor~
tion, dont les deux Produifans de ['autre fong
les Extrémes ou les Moyens.
D'od il fuit, que ces deux grandeurs fony
€gales s puifque dans toute Proportion géomé.
trique le produit des Extrémes eft égal au pros
duit des Moyens. :

B % 5 ¢ O

Raifons avithmériques doubléss & triplées,

LA_ Raifon compofée de deux Raifons éga-

les, eft une Raifon doublée; & la Raifog
- compofdede trois Raifons égales,’ eft une Raj-
fon #riplée. Toute Raifon doublée ou triplée
eft donc yne Raifon compofée ;. mais toute Rair
fon compolte n'eft pas pour cela doublée on
ariplée : il faur que les Ratfons compolantes
foient égales.. e ,

Pour faire une Railon arithmétique doublée
ou triplée ; il ne s'agjt que de former une Som-
me des Antécédens & une Somme des Confés
quens ‘de-deus: oy trols Raifons fimples égales,
Ayant, par éxemple, les trois Raifons égaless
$+43 7445593 laSomme des dfsux. premicres

1
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13 & 9 eft une Raifon doublée; & la Somme
des trois 23 & 17 eft une Raifon eriplée.

On voit fans peine que la Raifon donblée
arithmétique eft dosble de la fimple; & quela
Raifon triplée en eft -2riple. Car en joigrant
enfemble les grands Termes d'un coté & les
petits de l'autre, on double ou l'on triple 'Ex-~
cédent des grands fur les petits. Dans'I'exemple
propofé,, I'Expofant des. Raifons fimples eft 2
celui de la Raifon doublée 13 29 eft 4: & celui
de la Railon triplée 23 & 17eft 6. - -

1l réfulte de-k, qu'ayant déux Raifons arith-
métiques (imples % €gales 6.4 & 75, onpeut
en faire une Raifon doublée , foit en uniffant
les deux Antécédens d'une part, & les denx
Conféquens de l'autre, pour faire 13 293 foit
en doublant les Termes d'une des deux Raifons
fimples prifes 3 volonté, En doublant la pre-
miere Raifon 6 2 4, on aura 122 §: & Fon
aureit 14 3 10 £n doublant Ja feconde Raifon
7 3. T
En effet, 1a grandeur d’une Raifon eft indé-
pendante de la grandeur de fes deux Termes:
elle confifte dans Ja grandeur deLExpofant. Os

eut donc, fans rien changer dans la valeur des

aifons, fubftituer telle Raifon égale que I'on
voudra, & répéter la méme Raiferi i;ja;place
de toutes celles qui lui font égales, puifqu’on
aura toujours e ‘méme Expofant. La Raifon de
6 A 4 eft l]a méme grandeur que la Raifon de
7 2 §. Je pourrois done fuppofer que Jai deux
fois la Raifon de 6 3 4, ou deux fois la Raifon
de 72 5. La Raifon doublée des Raifons 6 2 ¢
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& 725,elt 13 2 9 dont PExpofant eft 4: |a mm——
Raifon doublée de la Raifon fimple 6°2 4répé- Lav. 1L
tée deux fois, eft 12 2 8, dont I'Expofant eft Il Skcr.:
auffi 4 : & la Raifon doublée de la Raifon fim- énl:’;w;ih
rle 7 3 5 répérée deux foisy eft 14 X 10, done g 7y,
‘Expofant eft encore 4.
On doic_dire la méme chofe de-la Raifotr
triplée arithmérique, Il eft indifférent qu'on la
forme par la Somme des trois Antécédens & pax
celle des trois Conféquens;ou bien parde triple
de I'Antécédent &g:.lr Confequent dune des:
trois Railons fimples prife A volonté. Ayant les
trois Raifons arithmétiques égales 6-4, 7-5 4
0.8, la Raifon triplée donne 23 A 17, dont
FExpofant eft 6. Or Jatrai la méme Raifon e
‘tfiplgnt une des Raifons fimples ;- &:- endifant
18 2 12,0u-21 ¥14, 06 bien 30¥24. Car Ex-
pofant de toutes ees KRaifons eft également 6. -
Les Géomérres expriment ces vérités par les
deux Propofitions fﬁivall_tes, quon entendr
aifément aprés ce que nous venoms de dire.
1. L Antécédent dune Raifon arithmerique
~doublée eft & for-Conféquent, comme le double de
FAntécédent dune -des Rasfons fimples, et an
~ double die Conféquent de la méme Raifon. Dans.
notre exemple 139 ' 12-8-\"14-10: parceque
FExpofant: de ces trois-Raifons eft le méme,.
- €eft-audire, 4. .
2. L' Antécédent dune Raifon arithmeriqne
triplée eft a forr Conféquent, comme le triple de
U Antécedent dune des Raifons fimples, eff au-
triple du Conféquent de la méme Raifon. Dans
notre exemple 2387 18127 25-15 30
' . S iij.
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24 ¢ parceque I'Expofant de ces 4 Raifons eft le
méme, ceft-a-dire 5 6.

§~ t VJ *
Raifons géomérriques doublées.

Y Onfidérons maintenant les Raifons géomés
triques doublées & triplées: la méme ana-
logie nous guidera, eén obfervant feulement
qu’il s'agic ici de Multiplication, & non pas
d’'Addition. ,

Pour doubler deux Raifons géométriques
¢gales, telles que celles<ci, 122 4 & 6 2 2, dont
IExpofant eft 3, il faut multiplier les deux An-
técédens I'un par l'autre ; & de méme les deux
Conféquens; 12 par 6, & 4par 25 & les deux
Produits 72 & 8 Eront la Raifon doublée , dont
IExpofant eft g _

La Raifon doublée arithmérique eft double
de la fimple, parcequ’elle eit formée par Addi
tioti. I1 en doit étre tout autrement dans la Rai.
fon géométrique doublée, parcequ’elle eft for-
mée par la Multiplication. L’Expofant de la Rai-
fon géométrique de 123 40ude6azeft 33 &
I'Expofant de la Raifon doublée de ces deux
Raims fimples eft 9, parceque 8 eft neuf fois
dans 72 )

Ce n'eft pas qu'une Raifon géométrique ne

uifle étre double d’une autre. Par exemple, la

aifon de 122 3 eft double de la Raifon de 8 2
4 parceque 11 contienwuatre foiss & que 8
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Se «contient 4 que deux fois. Mais cette Raifof ==
" double n’eft point doublée ; c’eft une Raifon Lrv.II.’
fimple comparée 2 une autre Raifon fimple. Ne III. Sect.
foyons dons pas furpris que la Raifon géomé- é‘ﬂl::l;"
trique doublce foir ordinairement plus dudou- ¢ [y
ble de la Raifon fimple, puifqu’elle eft formée
_par laMultiplication de deux Raifons égales. ()
L'exemple propof¢ nous fait voir que
PExpofant d'une Raifon géométrique dou=
blée, dont les Raifons compofantes font de
‘nombre 2 nombre, eft toujours le nombre
‘quarré de PExpofant de la Raifon fimple. Cax
9 Expofant de [a Raifon doublée 72 2 8, eft le
Quarré de 3 Expofant des Raifoas fimples 12
214,& 6122 ’
En effet, la Raifon étant une véritable gran-
. deur exprimée par I'Expofant, multiplier une
.Raifon par une Raifon égale, c’eft multiplier
une grandeur par elle-méme; & par conféquerit
former un Quarré. Donc le nombre Expofant
._ des Raifons fimples égales eft multiplié¢ par lui-
.méme dans la Raifon géométrique doublée, &
par conféqueti doit faire un nombre quarré.
Mais {i 'on avoit pour Raifons ﬁmp?es égales
‘deux Raifons fourdes, dont Expofant, quel

(a) La Raifon doublée n’eft double de la fimple , qtie

* lorfque celleci a z pour Expofant. La Kaifon doubléc a
pour lors 4 pour Expofint ; & 4 cft double de 2, Mais

. Ceft que 4 eft le fcul Nombre quarré qui {oit double de
_ fa Racine. Les Nombres quarrés fonit & I'égard de leur
Racine fclon la Progreflion des Nombres 1, 2, 3, &c. Le’

- Quarré de 1 eft ¢gal A fa Racine : le Quarré dea efk dou-
. ble : le Quarré de 3, triple : le Quarré de 4, quadruple=
e Quarre de 5, quintuple, &c. s
. - - . . .~ - . @ 'N« -
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q‘u‘il foit, ne peut étre exprimé paf un nombre,
IExpofant de la Raifon J)oublée » quoiqu’expri-
mé par un nombre, ne feroit pas un nombre
quarré. Nous verrons dans la fuite I'ufage de
cette exception.

Il faut obferver ici, cothme par rapport aux
Raifons arithmétiques , que pour fairé une Rai-
fon doublée de deux <il':;dfons géométriques
égales ; il eft indifférent de multiplier les deux
Antécédens l'un par l'autre, & enfuite les deux
Conféquens, ou bien, de multiplier par lui-
méch'Antécédent, & enfuite le Conféquent
d'une des Raifons fimples prife a volonté. Ayant
les deux Raifons égales 12 2 4, & 6 3 2, jaura
également leur Raifon doublée en difant 12x6
=72 eft 2 4x2=8: ou bien, 12x12=144 eft 3
4x4=16:0u bien, 6x6=36 eft A 2x2=4. Car
ces trois Raifons ont pour Expofant le thénte
Nombre 9. )
On le comprendra sifément , fi Fon fait at-

tention que deux Railons égales font deux gran<’

deurs égales, fous différentes gxpreffions, &
repréfentées par le méme Expofant. On peat
donc les fubgicuer 'une 2 I'autre, fans qu'il en
réfulte le moindre changement dans leur valeur.
Par conféquent, il eft indifférent de les multi-
plier I'une par l'autre , ou de multiplier une des

~deux par elle-méme.

Les Géoméres expriment cette vérité par la
Propofition fuivante : L’ Antécédent dune Rai-
[on géométrique doublce eft a fon Conféquent , comn

“me le Quarré de [ Antccédent dune des Raifins

Simples eft an Quarré du Conféguent de la méme
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Raifon. Dans notre exemple 12x6 eft 3 4x2 , m———
comme le Quarré de 12 eft au Quarré de 4, Lv. IL
ou comme le Quarré de 6 eft au Quarré de 2. II. SECT.
Car.chacune de ces trois Raifons a 9 pour Ex- énl::ﬁil.
pofant. S IV.

Pour appliquer cette Propofition i la Géo-

" métrie, on dit que desx Figures dont les Pro-
duifans forment une-Proportion diretle , font en-
tre elles, comme les Quarrés de leurs Produifans
bomologues. *

Soient deux Re&angles dont laBafe 8 du pre-
mier foit 3 la Bafe 4 du fecond, conme la Hau-
teur 6 du premier eft 2 la Hauteur 3 du fecond:
(8-4::6-3 )il eft évident que la Surface du pre-
mier Reétangle eft form‘zc par le produit des
deux Antécédens 8 & 63 & que le produit des
Conféquens 4 & 3 forme la Surface du fecond.
Ces Rectangles font donc en Raifon doublée de
la Bafe 2 la Bafe , & de la Hauteur 3 la Hauteut.

'Or cette Raifon doublée eft la méme, foit que
Pon multiplie les deux Antécédens & les deux
Conféquens, foit que Fon multiplie par elle-mé-

‘me une des deux Raifons fimples. Donc ces Rec-
tangles qui font enfemble, comme §x6 eft 2 4
x3 , font aufli comme le Quarré de 8, Bafe du
premier, eft au Quarré de 4., Bafe du fecond;
ou comme le Quarré de 6 ,Hauteur du premier,
eft au Quarré de 3 Hauteur du fecond. L’Expo-
fant de chacune de ces trois Raifons congo es
eft 4: ce qui montre que le premier Rectangle
eft quadruple du fecond, c’eft-2-dire, que le pre-
mier eft au fecond comme 4 eft 3 1.
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: Liv. 11,
II1. SecT.
I. PArT.

Cuar. I, -

s V.

. 6 v

Raifons géométriques triplées. -~
Y Es Raifons géométriques doublées font
compofées de deux Raifons égales. Il en
faut trois pour faire une Railon triplée , c’eft-a-
dire, que fa Raifon triplée eft le produit des An-
técédens de trois Raifons.gc'_ométti?ues £gales
.comparé au produit des trois Conféquens. A
.cela prds, tout ce qu'on addit fur la Raifon dou-
‘blée sapplique de {oi-méme 2 la Raifon triplée,
‘fanlf quil foit befoin d'entrer dansun grand dé-
tail. . | . e ,
 1.Une Raifon triplée eft fort différente d'unc
.Raifon triple. Celle-ci eft une Raifon fimple
_dont I'Antecédent contiendroit fon Conféquent
.trois fois plus, que 'Antécédent dune autre
- Raifon fimple ne contient le fien. Par exemple,
i I'on compare la Raifonde 12 2 2 3 ]a Raifon
.de 623, o0n diraque la premiere dont 'Expo-
Jant eft 6, eft triple de la feconde dont 'Expo-
 fant n'eft que 2. Mais dans la Raifon triplée,
. TExpofant a tout un autre Rapport 2 'Expofant
des Raifons fimples. Ayant les trois Raifons éga-
les12 34,622,331, dont Expofant eft 3,
-la-Raifon triplée donne 216 2 8',.dont 'Expo-

Mant eft 27, . L
. 2. Dans cet exemple, I'Expofant 27 eft Cube
de ; Expofant des Raifons fimples. Car 3 mul-
tipli¢ deux fois par Tui-méme, fait 27. Et cela
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doit étre ainfi dans toutes les Raifons triplées, Hpmemmmm

Car trois Raifons égales, étant la méme gran-
deus foustrois exprellions différentes, & repré-
fentée par le méme Expofant, multiplier deux
fois cette grandeur par elle-méme, Ceft en faire
un Cube. Don¢ dans toute Raifon triplée, 'Ex»
%ofant -doit étre le Cube de 'Expofant de la
‘Raifon fimple. -
Je dis Cube, & non pas nombre cubiques
car Expofant de la Raifon triplée n'eft un
nombre cubique, que lorfque les Raifons fim-
les font de nombre 3 nombte, c'eft-a-dire,
orf{que leur Expofant peut étre exprimé par'un
nombre. Mais fi les Raifons fimples font four-
‘des, Expofant de la Raifon triplée ne feroit

Liv. IL
111, SEcT:
1.. ParT,
Caavr. IIL

5. Vo

-pas un nombre cubique, quand méme il pour-

- roit étre exprimé par un nombre.

3. Puifque les trois Raifons égales ne font
qu'une méme irandeur répétée trois fois, elles
reuvent éere fubftituées I'une A ['autre , fans que

-leur valeur éprouve aucun changement. Donc
- pour faire une Raifon triplée, il eft indifférent
-de multiplier les trois.Raifons fimples I'uné par
l'autre, c'eft-2-dire, les Antécédens par les An-
- técédens , & les Conféquens par les Conféquens;
-ou bien de multiplier deux fois par elle-méme
une des Raifons fimples prife 2 volonté.” A la
place des trois Raifons égales 12 2 4, 6 22,
3 & 1, je puis mettre celles-ci, 12 24,7224,
~7224:0ubien632,622,622:0uenfin3an,
331, 32 1. Dans ces trois derniers exemples
Jaurai pour Raifon triplée la Raifonn du Cube.
de 12 au Cube de 4; ou du Cube de 6 au Cube
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‘smmmummes de 2 5 ou enfin du Cube de 3 au Cube de r : tows

Liv. IL.

IIT. Sect.

Y. PART.

€Har. 1L

'si v.

tes Raifons égales , & dont PExpofant 17 eft le
méme que celui de la'Raifon tripke 2 Fordinai-
re 216 2 8. : : ‘

Ceft ce que les Géornértes expriment pat
‘b Propofition fuivante :- L' Ansecedent duns
‘Raifon triplée eft a fon Confequent , comme ls Cube

de [ Antecédent de Lune des Raifons fimples , eff
‘a# Cube du Conféquent de la meme Rasfon.

Pour appliquer cette Propefition 2 fa Géo
-métrie , fuppofons que les trois Produifans d'un
Solide forment avec les trois' Produifans d'un
‘autre Solide trois Raifons géométriques égales
-& directes, on dit que 6es Soltdes font entrs e,
“oomme les Cubes de lours Produifans homologues.
- Car ces deux Figures font entre elles en Ral-

fon triplée de la Longueur 2 la Eongueur, de ka
“Largeur 2 la Largeur, de la Rrofondeur 2 la
- Profondeur.- Or cette Raifon eft la méme que
“celle du Cube de I'Antécédent d’une des Raifons
fimples , au Cube' de forConféquent. Donc les
>deux Figures font entre elles, comme le Cabe
de la Longueur del'une, eft au Cube de 2 Lon-
gueur de 'autre 5 ou comme le Cube de la Lar-
- geur eft au Cube de la Largeur s-owenfin; com-
“me le Cube de la Profondenr eft au Cebe de la
: Profondeur..
«* Je ne poufferai pas plus loin ce petit Traité,
- dans lequel je n'ai pas eu deflem d’épuifer rour
« ce qui concerne la nature & les propri¢eés des
- Railons & des Proportios. On y pourroit ajou-
. ter fans doute beaucoup de chofes intéreflantes
~& curieufes. On les trouvera: dansd’autres Cu-
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wrages. Jai cru devoir me borner fcrupuleufe- S
ment 2 développer les notions dont on a befoin Lav. 1L
pour entrer dans la Théorie des Figures fem- ?Ii)s"-c"'.
blables ; & fur tout les préfenter d'une maniere - A:?;I:L
ﬁ’mﬁ'}c & neuve.Cleft aux Sgavans 3jugerfijai "¢,y
réuffi. T
_ Quoique les Raifons & les.Proportians arith-
anétiques ne foient pas dun grand ufage dans la
‘Géomérrie, jai cru néanmoins en devoir ap-
ofondir la nature, pour préparer les voies 2
examen des Raifons & des Proportions géo-
métriques. 11 m’a paru que les deux manieres
dont on peut comparer deux grandeurs, par
Excédent , ou par” Quotient ;font fondées fur
des mémes principes, & s'éalairciflent muruelk
lement. Les propriétés des Reifons & des Pxo-
portions arithmériques font plus: palpables &
plus ailces 2 faifir , parcequ'il oft plus facile d'ap-
prendre les régles de I'Addition & de la. Souf-
araction, que celles de la Multiplication. &; de
da Divifion. Mais quiconque {caura pa;f@itgmc_ui
ing:3

ajouter . & fouftraire , apprendra. {aus peipa:
mulsiplier & 3 divifer. - ;
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Liv. IL

III. SECT. . .
If. PazrT. |

‘CHAP. Iv

TROISIEME SECTION,
- SECONDE PARTIE.

Lés Figures femblables confidévées felon
C L | lewr Périmerre. o

GHAPITRE PREMIER.

Notiens générales fur les Figures [emblables.
TOure'sles ﬁgu{;e':g]anes'pﬁt entreelles une
- X' efpbce de teflemblance; Toutes-font ter-
hiribes-piir'des Lignes dont le contour les (éx
‘pare de tout'ce qui peut’les:envivonner -t toutes
Tewsfershent “un efpade ou plus grand ou- plus
petie,'thats toujours de méme natyre ¢t routes
ouveht étre coh“&ﬁ:}&‘mtﬁme formées par uh
¢

#iflu: d¢ Lignes- ¢ldmentaites pofdes parallele-

ment & fans intervalle : toutes enfin ont - deux
Produifans, qui multipliés 'un par I'autre, font
connoitre leur étgpdye, ~ .

11 eft encede ue rellembldnce pls exatte &
{}us précifeentre fes Figures de méme efpéce.

n Triangle reffentBle plus & un autse Triangle,
quau Quadrilatere, au Pentagone , au Cercle;
& l'on trouvera des Rgpports plus refferrés 2
mefure que I'on defcendra dans les fubdivifions
de chaque efpéce. Un Triangle reCtangle ref
femble plus 3 un autre Triangle reGtangle,, quau
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Triangsle acutangle : un Parallélogramme; 2 un
autre Parallélogramme qu'au Trapéze, &c.

Ces reflemblances partielles ne feront point
Fobjet de nos recherches. Elles ne nous appren=
droient que ce qire nous avons déja découvert
fur la nature & les propriétés des diverfes efpé-
ces de Figures. La reflemblance parfaite fixers
notre attention. - ' o
~ "Mais ne confondons’ point la reffemblance
parfaire avec la parfaite égalité. Deux Figures
peuvent écre parfaitement égales, & n'avoir'en-
tre elles que cette reffemblance générique dont
nous avons d’abord parlé. Un Triangle & ug
Cercle peuvent €tré parfaitément égaux; ‘car
Pefpace eft homogehe: dans toutes les Figures.
. Ceneftedonc pas de'I'elpace compris que-tes
Figui'es'tir'em‘ leur reflemblance ; ‘mais unique:
ient ‘de-la-forme dé léut Périmétre, parceque
le’ Périmdire feul confficue les diverfes efpéces
86 Polygdnes: © oo e
Il eftvrai que fi detrx Figutes avoient préci=
frent 1a méme forme ,; & renfermoiént ‘te: méi
me' e¢fpace, ce feroit i reflemblance la plus
completre qu'en:pit imagitier : ce feroit mémd
tmeéidentité , du moins poar un Géomérre, Ces
Figures exattement pofées yune fur Tautre , f&
conforrdroient rellement-, que ce ne feroit'plus
quune feule & méme chofe.” On pourroit dirg
qu'a force de fe reflembler, elles ne fe reffem?
blereient point. Eloigions dorte de notre efprif
toute égalité delpace, & chrerclrons la parfaitd
reflemblance-dans les Fignres de téme forme)
quelques difiérentes quielles-foienten grandeuri

-
Liv. I -
11!, SEcT.
1L PaAxRT,
Cuar. Ii
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gmmemme || neft pas befoin d'étre Géomérre. pour fe
Lwv. I connoitre en reffemblance. Les moins fgavans
1L $EC7. |4 GGififfent fouvent avec plus de finefle & de fa-

II. PART, : ' :
Ciuar, 1. 8Acité. Un enfant eft frappé en trouvant tous les
* ™ traits de fon pere dans un portrait en miniature.
Dites-lui qu'il fe trompe, puifque fon pere eft
bien plus grand que I'image, 'obje@tion ne ['é-
branlera point du tout. Ceft que le bon fens
dicte 3 tous les hommes, gu'il ne faur point
chercher la reflemblance dans'identité de gran-
deur entre la chofe repréfentante & la chofe
repréfentée , mais uniquement dans uniformiré
du contour , & dans la proportiondes traits qui
forment les Figures. Nous avons rous une idée
nette de la Proportion , " quoique le fentiment
w'en foit pas également vif dans tousy Tel, en
regardant la face d'un bitiment connu, peint
fur une toile, s'écriera que les fenétres font cra-
fees 5 que les colonnes font trop petites ou
trop grandes, trop grofles ou trop menues; que
I'angle qui jois s de logis eft trop
pointuoutrop  mme neft pas Géo-
métre, je le fuppofe; maisil a naturellement la
fcience des proporrians, & juge des reflem-
blances avec julteffe , felon que cette Géomérrie

naturelle eft plus développée dans fon elprit.

. Suivons un habile Arpenteur dans fes opé-
rations. 1l s'agit de lever le plan d'un vafte jar-
din. L’Artifte intelligent en mefure le contour;
il conftate le nombre de 1oifes que chaque pan
de mnrailles contient en longueur, & prend
exatement les Angles que les cotés envirpns-
nans forment par leur jonion, - - .

. "
Clvasdting

Aprts
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" Aprés ces préparatifs, 'Arpenteur conftruir Smm—
une Echelle dont il ne s'écarte point. Il fcait Liv. IL
bien que le Plan du jardin doit étre fans compa- 1II- SECT.
xaifon plus petit que le jardin méme. Une petite g P‘“‘IT’
ligne invariable lui repréfente une toil};, ou AR
méme une plus grande ﬁ)ngueur. Il commence’
par tirer une ligne Ti contienne autant de ces
petites mefures, qu'il y en a de grandes dans le

remier coté du jardin qu'il veut exprimer fur
I:a papier. 1l y joint une feconde ligne avec les
mémes conditions; mais avant que de la tracer,
il décermine I'’Angle qu'elle doit faire avec la ° .
premiere : il pafle 2 latroifiéme & aux fuivan-
tes en obfervant laméme méthode, & parvient
enfin 2 finir le contour de fon Plan.

- Ce jardin n’eft pas une place nue: on y
voit un parterre, des allées, des bofquets, &c.
L’Arpenteur mettra tous ces détails dans fon
Plan; & chaque chofe fera 2 fa place, pourvu
qu’attentif 2 fuivre fon échelle, il donne 2 cha«
que partie la méme Longueur & la méme Lar-
geur proportionnelle, & qu'il rende exactement
Ia varcm' des Angles. Avec ces precautions, le
Plan fera parfaitement femblable 2 Ioriginal.

‘Mais queft-il befoin d’avoir recours A ces
exemples pour nous faire entendre 2 Le chemin
que nous avons déja fait dans la Géomérrie fuffic -
de refte pour nous donner une idée diftinte
des Figures femblables. En effet, quel a été 'ob-
jet de nos méditations? étoient-ce des Figures
d’une grandeur déterminée? nullement. Nous
n’avons confidéré que Ia forme qui les rend de
telle ou telle efpéce; que la valeur de leurs Ans -
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gless que la fituation refpective des Cétés envi-
ronnans. Ces Figures deflinées que nous avions
fous les yeux pour fixer notre imagination,
nous repréfentoient toutes celles que I'on peut
tracer avec les mémes conditions, abftiaction
faite de leur grandeur parriculiere; & nous
avons compris que les propriétés de ces Figures
étoient indépendantes de leur volume. Ceft
donc fur les Figures femblables que nous avons
raifonné julqu’ici , quoique nous ayons remis
2 un autre tems 2 réfléchir fur ce caractere de
fimilitude. :
Il réfulte de tout ceci, que trois conditions
font néceffaires , pour que deux Figures foient
parfaitement femblables.
Il faut 1° que ce foient deux Polygénes de
méme nombre de Cotés.
2° Que les Cotés homologues ou corref~on-
dans foient. proportionnels, c’eft-3-dire , que le
Coré A de {: premiere Figure foit en grandeur
au Coté 4 de la feconde , comme le Coté B eft
au Corté &, comme le Coté C eft au Cété ¢, &c.
En un mot, que fi deux Cétés correfpondans de
deux Figures font divifés en un nombre quel-
conque d’Aliquotes, grandes dans la grande Fi-
gure , petites dans la petite, les grandes Aliquo+
tes qui mefureront le fecond Coté de la grande
Figure aient le méme Rapport aux petites Ali-
uotes qui mefureront .le fecond Coté de la
econde Figure, &c.
Il faur 3% que les Cétés correfpondans des
deux Figures {oient relpe@ivement dans la mé-
me fituation, ceft-3-dite, qu'étant également
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inclinés de part & d'autre fur les Cotés contigus, mmm———
ils forment avec eux les mémes Angles: ainfiles Liv. IL
Angles de deux Polygénes femblab Is font 1. Sect,
. 1I. ParT,
€gaux, chacun 2 chacun. Crar. 1

Je dis égaux, & non pas femblables ni pro- o
portionnels. Les Commengans s’y trompent
?uelquefois, en confondant ces trois expref- -
1ons. La grandeur des Cotés ne fait rien du
tout 2 la grandeur des Angles, qui dans les Fi-
Furcs femblables doivent étre d’une égaligé ab-
olue, parceque l'inclinaifon des Cores corref-
pondans eft abfolument la méme. La Similitude
fe dit des Figures prifes en leur entier; la Pro- .
portion, de leurs Cotés homologues; & I'Ega~
bsré , des Angles correfpondans.

Pour dévcfoppcr 'exate Proportion qui doit
gtre entre les Cétés homologues des Figures
femblables, on éablit les deux Propofitions
fuivantes.

I.

Les Périmétres de dewx Figures [emblables Fig. 3:
Jont entre eux , comme un Coté de la premiere Fi
gure eft an Coté homologue de la [econde. -

Car le Périmérre n’eé autre chofe que la Som-
me des Cotés d’une Figure. Si donc chaque Coté
de la premiere Figure eft en Raifon égale avec
chaque Cété correfpondant de lafeconde Figu-
gure, les Périméeres , qui ne font que la Somme
des Cétés de part & d'autre, conferveront entre

eux la méme Raifon. Si, par exemple, chaque
Coté de la premiere Figure eft 2 chaque Coré
correfpondant de la feconde,comme 3 effd 1.

Ti
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pummmmmemew ] eft évident que le Périmétre de la premierd

Liv. 1L eft triple du Perimétre de la feconde.

IIL. SecT.

II. PART. 2.

(1:::? Pl' .1' Les Lignes virces {emblablement , c'eft-a-dire,
avec les memes condstions dans les Figures [em-
blables , font entre elles comme les Pérsmétres G-
somme les Corés homolognes des deux Figures.
- Pour rendre plus fenfible la vérité de cette
Propofition déja manifefte par elle-méme, rap-
peltons-nous que les Figures femblables ne le
font pas feulement dans leur contour extérieur,
mais aufli dans les différens traits qu'on y peut
tracer, fans quoi elles ne feroient pas parfaite-
ment reflemblantes. L’ Arpenteur qui fait le Plan.
d’un jardin ne fe contente pas d’en tracer exac-
tement le circuit : il manqueroit fon coup s’il
rRexprimoit pas avec la méme exactitude la po-
fition du Parterre, des Allées & des Bofquets
avec leur Longueur & leur Largeur. Pour y
parvenir, il fuit exactement {a premiere échelle;
8'il s'avifoit dem changer, il repréfenteroit mal
le jardin; & les connoiffeurs fcauroient bien re-
lever fon ignorance. Or, en {uivant toujours la
méme échelle, I'Arpenteur trace évidemment
dans fon Plan des Lignes proportionnelles aux
Lignes environnantes. Donc les Lignes fembla-
blement tirées dans les Figures femblables font

: roporticanelles aux Cotés & aux Périmétres.

Fig. 1. H fuit de la 1° que les Lignes de Hauteur

perpendiculasre des Figures [emblables , font en-
tre elles conime les Périmeétres & les Cotés homo=

degues , puifqu'elles font femblablement tirées,
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1% Que les Produifans homologues des Figu-
‘ves [emblables font au|fi entre enx, comme les Pé-
rimérres & les Cotés. Can files Pigures font des
Re&angles, les Produifans font de part & d’au~
tre deux Cotés faifant Angle s fices Figures ne
font pas rectangles , les Produifans font des-Li-
- gnes femblablement tirées. 3
3% Que fi des Figures femblables font coupées
#n deux ou-dans wn plus grand nembre de parties
par des Lignes [emblablement tirées, chaque Fi-
gure partielle fera femblable a-la fartie corref>
pordante dans [ autre Figure, & les Périmétres
de ces parties [bront entr'eux comme les Périmes
#res des totales. Car tant les parties que le tour
font formés. avec les mémes Proportions, les
mémes conditions, & fur laméme ¢chelle. Ce
feroit veuloir obfcarcir la lumiere méme, que

m.
Liv. I
IIl. SEcP.
H. PART.
Chuxp. I3,
Fig. 2.

Fig. 1,

de sacrérer. plus long-tems fur ces généralités..:

-

CHAPITRE IL

Similitude des Polygones réguliers, & jfe’cidle*.
S - ment du Cercle.

t

Our peu que Fon-fafle astention Iz nature

: des Polygones réguliers, on s'appercoir ait

fment que rous cenxx dune méme efpéce fant pare
Jastement femblables. '

En effet , .tous les Polygdnes réguliers de mée

me efpéce, ent 1°..le méme nombre d'Angles

& de Cotés. 2% Tous leurs Anfl'es font égauxe

Car les Angles d'un Triangle équilaréral fors:

T iij,



—
I—IV. 11.
1. SecT.
J1. PAxrT.
Luar, 11,

Fig. 2,

164  GeoMrrrir Mrerarrysiqur.
eflentiellement de 60 Degrés: ceux d'un Quarré,
de 90 ceux d'un Pentagone régulier, de 108 :-
ceux de I'Exagone, de 120, &c. parceque le
volume des Figures n’ajoute rien aux Angles,
& ne diminue rien de leur grandeur. :
1l ne s'agit donc plus que de la Propottion
des Cotés, troifiéme com?ition dela fimilitude.
Or cette Proportion eft évidente dans les Poly-
gones réguliers d’'une méme efpéce. Soient , pax
exemple, deux Quarrés iné%aux: foit rel Rap-
port que I'on voudra entre la Racine du grand
& celle du petit: il eft manifefte que les autres
Cétés auront le méme Rapport , puifque ceux
du grand & du petit font refpetivement égaux
3 leur Racine. Le méme raifonnement s'appli-
que tout feul aux autres Polygones reguliers.
Dot il fuit, que les Lignes [emblablement
tirées dans une meme efpece de Pv{ygé‘na régK-
liers, font proportionnelles anx C otes homologues
& “aux Perimetres, Donc les Perimétres & les
Corés font comme les Hantesrs perpendiculaires,
comme les Diagonales , comme les Raions dreits
& obligues , &rc. e :
" Ces vérités font fi palpables, qu'elles n’ont
pas beloin de preuves. Nous les avons fuppofées
avec raifon lorfque nous avons examiné la na-
ture des Polygones réguliers. Une feule Figure
exactement tracée nous a reprélenté toutes cele
les dc laméme efpéce. Le Commencant le moins_
initi¢ dans.la Géométrie ne pourroit s'empécher
de rire, fi lorfquil a prouvé que I'Angle du
Triangle équilateral eft dé 60 Degres, on alloit
lui objecter que cela peut étre vrat pour le Triane
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gle qu'il a fous les yeux, & non pas pour ceux ===
qui feroient plus grands ou plus petits. Car fa Iav. FL.
preuve tombe fur le Triangle équilatéral pris li'-pSEC’"
dans fa généralité , abftradtion faite de route IC;A;RE'-
grandeur particuliere. : , T
~ Ayant une Ligne AB quelconque, jen puis Fig- 3. &
conftruire tel Polygone rigulier que 'on vou- 4
dra: il ne #'agit que de déterminer I'Angle que
cette Ligne doit former avec une Ligne égale
qu'on y joindra. Mais cet Angle une fois fixé¢, . R
je ferai tellement contraint dans mon opérationy
qu'il n'en peut réfulter un autre Polygone régu-
lier, que celui qu’on nr’a prefcrit. Sil'on fixe 'An-
gle de 60 Degrés, Ia Ligne AB:ne peut formeg
qu'un Triangle équilatéral un Quarré; i 'Angle
eft de 9o Degrés, &c. Par conféquent, fi 'on me
donne une feconde Ligne CD pour faire un
fecond Polygéne régulier de la. méme efpéce,
il en réfultera nécellairement une Figure,non:
. pas égale , mais parfaitement femblable 2 1a pre-
miere; parceque toutes les deux font également
déterminées par une feule condition , c’eft-2-di-
re., par le méme Angle. Donc il ne peut y avoir:
d'autre diftérence entre le Périmérre de ces
Figures, qué celle qui fe trouve entre les deux
Lignes primordiales. Donc Ja Raifon de ces
deux Lignes continue dans les autres Cotés &
dans les Lignes femblablement tirées. Donc rout
¥ doit étre proportionnel. STl e
Les Cercles érant des Polygénes réguliers
. d'une infinit¢ de Cétés, font auflt des Figu-
res {emblables. Car quoique les Cotés de tour
- Cercle foient infiniment petits , il ne faut
: T iv
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pas croire qu'ils foient de la méme grandeuf
dans les Cercles différens. Le Coté¢ infiniment pe-
tit d’'une Circonférence double d’une autre, eft
double du Coté infiniment petit de- cette der-
niere. Ainfi, quelque foit la Raifon des Cotes
infingiment petits dans deux Circonférences dif-
férentes, elle eft roujours la méme, puifque
dans chaque Circonférence tous les C6tés infi-
niment perits font égaux.

Il eft vrai qu'il n'eft pas poffible de fixer dans
les Circonférences de deux Cereles, dedx Co-
tés primordiaux, qui répétés un certain nombre
de tais fous un Angle infiniment obtus , forment
la Circonférence entiere. Mais au défaut de cette
Ligne, on a le Raion, dont la grandeur déter-
mine tellement celle de la Circonférence , qu'el-
le n’eft pas fufceptible de plus ou de moins.

Donc les Circonférences des Cercles font entre:
elles, comme les Raions , comme les Diametres
comme les Cordes dégal nombre de Dégrés.

- Donc les Cixconferences font comme les demi-
Circonférences , comme les tiers,comme les guarts,
enfin comme les Arcs dégal nombre de Degres.

. Donc encore , les Ratons font comme les Dia-
métves, & comme les Cordes femblaplement tirées.

Donc enfin, les Raions , les Diamétres & les
Cordes [emblables font comme les Circonfévences ,
comme les mémes parties aliguotes de Circonféren-
¢es & commie les Arcs dégal nombre de Degres,
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Liv. 1.
I1I. SECT."

- CHAPITRE IIL IL Parr. -
Cuar. Ly
Les Triangles [emblables.

LOtfqu’uu Polygbne n'eft pas régulier , il faut.
plus d'une condition pour en -détermimer

" la forme; & d'autant plus, que lirrégularité eft-
plus grande. Par conféquent, deux Polygénes '
irréguliers ne font pas femblables par cela feul

qu’ils font de la méme efpéce. Il.faut d’autres

conditions que nous allons rechercher en com-
mengant par le Triangle le plus fimple, mais

le plus important de tous les Polygones.

N Ous avons dit plus d'une fois qu'il favttou- 1.
jours regarder les Triangles comme tracés en-" , Principes
tre deux Paralleles, c'eft-3-dire, quiil faur rou- fordsmens
jours fuppofer. qu'une Parallele 3 la Bafe paffe par. ™

le Sommet. II eft donc naturel dexaminer d’a-

bord le Rapport qui fe trouveroit entre des

Lignes femblablement tirées dans différens ef~

paces paralleles. : :

.Soient ' AB perpendiculaire- & CD oblique Fig. €,

entre deux Paralleles; & dans un autre e?pa-s

ce parallele EF Pespendiculaire, & GH éga-

lement inclinée que CD dans le fien: 11 paroir
manifefte que la Perpendiculaire eft a la Per-
pendiculasre, comme -I'Oblique ¢ft 4 {Obligue

ou, ce qui eft la méme chofe, que /e Perpendi-:

oulasre AB eft & fon Obligue CD-, comwre la Per-,
pendiculaire EF eft 4 fon Qblique GH. Car les:
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deux Perpendiculaires ont la méme Direction
également éloignée de la DireGtion parallele 5
& les deux Obliques participent 'une comme
Pautre 2 ces deux Dire@ions, & s¢loignent
également de la Perpendiculaire. Donc la Rai-
fon de AB a CD eft la méme que la Raifonde
EF a GH.

Cemme ce raifonnement pourroit paroitre
un peu vague, confirmons-le par une preuve
plus fenfible. Soit AB partagée en un nombre
quelconque d’Aliquotes, en fix, par exemple,

" & chaque Aliquote nommée X : {i par ces divi-

fions P'on fait paffer de nouvelles Paralleles qui
coupent I'Oblique CD, cette Oblique fe trou-
vera aufli partagée en fix Aliquotes, que jap-
pelle 7. ,

Soir la mefure qui partage AB portée fur la

- Perpendiculaire EF. Suppofons qu'elle y foit

contenue exaltement un certain nombre de

" fois , comme quatre, par exemple. Si par les di-

vifions de EF on fait paffer de nouvelles Paral-
leles qui coupent I'Oblique GH, cette Oblique.
fe trouvera partagée en quatre Aliquotes égales
3 quatre 7.

Ainfi, AB fe trouve transformée en 6 X : CD,
en 6 T:EF,en 4 X:GH,en47. Or,il eft évi-.
dent que 6 X'-¢X::67+47- oubienque,6X-
6T::4X47. :

- Mais i nous fuppofons que: X Aliquote de
AB ne foir pas exactement contenue dans EF,
& que par:conféquent I'Aliquote T ne foit pas
contenue exatement dans 'Oblique GH, cela
reviendra toujoyts-au méme. Car X €tant con-_
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tenue dans EF un certain nombre de fois avec Semmmm—
une frattion quelconque, T fera contenue le Liv. Il
méme nombre de fojs dans GH avec la méme II. SEcr.
ftal&ion, & l’t:n pourra toujours dire 6X+3X g;xf:,ifl‘.
i 6T 3T+ 5. }

Ce feroit abfolument la méme chofe fi les Fig.
Perpendiculaires AB, CD étoient des également
inclinées. Car on pourroit divifer 'Oblique AB
auffi-bien que la Perpendiculaire en. Aliquotes
X', & continuer le méme raifonnement.

Nous pouvons donc regarder comme une
wérit¢ fondamentale , que : Lorfgue denx Lignes
comprifes dans un cfpace parallele [ont autant
snclinees que denx autres comprifes.dans xn antre
efpace parallele , les dewx premieres font proper-
tionnelles aux desx fecondes.

Les Tranches paralleles qui coupent: les Li=
gnes compriles dans les efpaces paralleles , nous
donnent . encore d’autres Proportions quil eft :
utile de remarquer. Tous les X', affi-bien que Fig. 6,
les T, étant inclinés dans leur petit efpace pa-
rallele comme la grande Ligne AB & la grande
Ligne CD dans le leur, il eft évident que X -
AB::7.CD; ou ce qui revient au méme, que
X T::AB-CD. . .. ‘

On peut donc établir pour une feconde vé-
rité fondamentale; que: Si dewx Lignes com- Fig. 8
prifes entre desx Paralleles, font compeer par
une trosfieme Parajlele , elles font coupées propor-
tionnellament ; c'elt-3-dire, que les parties de
ces Lignes font entre élles en-méme Raifon ,
que les Lignes dont elles font des parties. - Car
au moyen de I'¢galité d'inclinaifon des.Lignes
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Yo correfpondantes, AE-CF::EB.FD::AB.CB4
Liv. Ik &c. _—
111, SBCT{ L - : .
1. Parz. APpliquons maintenant aux Friangles ces deux

Cuar. III. .
2 vérités fondamentales, en commencant par la

_ Applica~- premiere. . .': o,
tion de 12 Suppofons que le Triangle ABC ait un Coté
premicre  CA incliné fur la Bafe AB; comme le Coté ca du
Lo fon- Triangle abe fur la Bafe ab, & le Cté CB., comr
e ™% me le .Cété cb : voyons ce qui réfulte de cetre
* Fig. 9. fuppofition. - . v
1°. Ces quatre Lignes font proportionnelles:
Car fuppofant des Paralleles aux Bafes sirées pas
le Sommet C & ¢ des deux Triangles, on ala
Ligne CA, inclinée dans fon efpace parallele,
comme la Ligne ca dans le fren,.& la Ligne CB
eomme la Ligneich. . :
«2° Ces deux Triangles font: refpectivement
équiangles Fun X l'autre. Car-I'Angle eft formé
< .. . par Finclinaifondes Lignes. Si donc la Ligne
CA a furifa Bafe la- méme inelinaifon que la Li«
gne ca fur la fienne,"Angle-en A eft égal 2 'An-
gle en 4 :par la méme. raifon T'Angle en B eft
égal 2 IAngle-en b, & par conféquent I'Angle
en C 2 I'Angle en ¢, puifquiils font fupplémens
, des Angles de laBafe.
ot .7 3% Les deux Bafes AB., b font:proportion-
nelles aux:Cotés. Car en retournant les*Trian~
gles, & ptenant pour Sonmets les Angles A &
a’ou B.& b; orale €6té BC iiwliné'ﬁgn'fa Bale
commé . le :Cotébe furla fienne , & de méme le
BAcomme le C6té ba, puifque les Angles C &
¢dopt ‘égaux auffi-bien: que:les Angles. A & 4.
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Ges deux Triangles font donc parfaitement fer;- ==—————"

blables, puifqu’ils ont toutes les conditions re- Liv. IL
quifes pour ?a patfaite fimilitnde. III. Secy.

On voit par-1a que I'égalité refpeive des ICI;{f: R;I.I.':
Angles de deux Triangles, emporte la Pro- =
portion des Cotés homologues; & que la Pro-
portion de ceux-ci emporte I'égalité des Angles
refpectifs. Car les Angles ne peuvent €tre égaux,
que par I'égalité d'inclinaifon dans les C6t§s qui
Ies forment ; & les Cotés ne peuvent avoir une
égalité refpedtive d'inclinaifon, que les Angles
relpeifs ne foient égaux.

. D'ou il fuit 1° que pour connofitre la fimili-
tude de deux Triangles, il fufht de favoir que,
deux Angles du premier font refpetivement
égaux A .deux Angles du fecord: car les deux.
troifimes le feront néceflairement auffi.

2% Que deux Triangles feront parfaitement
femblables, fi deux Cotés de I'un font propor-
tionnels 2 deux Cores de I'autre, & les Angles
compris égaux. Car ces deux conditions déter-,
minent tellement la Longueur des Bafes, que
chacune n’a pas deux fagons d'étre tracée. Par -
conféquent , les Cotés du premier font inclinés
fur leur Bafe , comme les deux Cétés du fecond.
Donc ils y forment des Angles refpeGivement
égaux. Donc les deux Triangles font équiangles
I'un 2 l'autre,, & parfaitement femblables.

Ce feroit la méme chofe fi lon avoit deux
Cotés d’'un Triangle proportionnels 2 deux C6-
tés d’un autre Triangre, & les deux Angles de
la Bafe refpe@ivement égaux. Car les Angles '
gdu Sommet le feroient néceflairement auffi. Pac -
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e conféquent , les deux Triangles feroient équi<
Liv. IL angles & femblables. : '

L SCT.  Mais fi Fon avoit feulement deux Cotés dun
II. P“i}'i Triangle proportionnels 3 deux Cotés d’un au-
Cusr. IIL Triangle, & un des Angles de la Bafe du
. premier égal 2 un Angle de la Bafe du fecond,

il ne feroit pas fiir que les deux Triangles

Fig. 10. fuffent femblables. Ayant le Coté CA du grand
Triangle déterminé , ainfi que PAngle en A :

ayant de méme la Longueur du fecond Coté
déterminée, ce fecond Coté peut étre pofé de

telle maniere, quil en réfultera le Triangle
ACB, ou le Triangle ACE beaucoup moindre. -

De méme, ayant le Coté ¢4 du petit Triangle,

PAngle en « égal A I'Angle A du grand, & la
Longueur du fecond Coté déterminée de fa-

¢on, que le fecond Coté du grand Triangle foit

au fecond Cité du petit , comme le Coté CA du

frand'eﬁ au Coté ca du petit, la pofition du

econd Coré du petit Triangle eft fufceptible de

deux déterminations; de fgtte qu'il en réfulte-

roit ou le Triangle acb ou le Triangle beaucoup

moindre ace. 1l eft manifefte que le Triangle

ACB eft femblable au Triangle acb, 8& ACE 2.

ace ; mais ACB n'eft pas femb%ablc dace,ni ACE"

2 4cb. 1l faur donc, outre les conditions fpéci-

fides, déterminer la pofition des deux feconds

9.  Cotés, & dire s'ils formeront fur leurs Bafes un

Applica- Angle aigu ou bien un obtus.

tion de la .
f:féo ?g:;f: pliquons encore aux Triangles la feconde:
:nmﬂc vérité fondamentale,

Fig. 11,  Soient les Cotés dun Tfiangle‘ ACB coupés.
{
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par une Parallele 2 la Bale telle que EF. Cette ===
Parallele, qui devient Bafe d'un petit Triangle Liv. IL.
ECF, donne deux Triangles,un grand & un m'lf“""
petit , équiangles I'un 2 lautre, & par confé- gn uA "E“ ‘
quent femblables. ‘ )
Car I'’Angle en C eft commun aux deux Trian-
gles; & les Angles de la Bafe du petit font égaux
relpectivement A ceux de la Bafe du grand, puif-
qu’ils font extérieurs 2 l'efpace compris entre
les Paralleles AB, EF. Les Cétés homologues
font donc proportionnels. Par conféquent,
CA premier C6té du grand Triangle, eft 2
CE premier C6té du petit, comme CB fecond
Cote du grand eft 2 CF fecond Coté du petit;
& encore comme AB Bafe du grand eft 2 EF
Bafe du petit.
Mais il y a plus : 1a Bafe EF parallele 2 AB
coupe les Cétés CA, CB en parties proportion=
nelles. Car en fuppofant une troifiéme Parallele
tirée par le Sommet C, I'on a deux paires de
Lignes comprifes dans deux efpaces paralleles,
& dont linclinaifon eft refpe&tivement égale.
En effet, les Lignes CA, CB confervant la mé-
me inclinaifon dans toute leur longueur, la
partie CE eftinclinée dans fon efpace parallele,
comme la partie EA dans le fien; & la partie
CF comme la partie FB. Donc CE-EA::CF.
FB. & encore ::CA.CB.
D'un autre c6té, fi Fon coupe les Bafes pa« Fig. 13
ralléles EF, AB. par une Ligne quelconque CD
tirée du Sommet C fur la Bafe inférieure, les
, Bafes{eront aufli coupées en parties proportion-
velles, en forte que EH fera 2 AD, comme HE



304  GEOMETRIE METAPHYSIQUE.
somsmmmm ot 3 DB, Car il eft clair que le Triangle CAD
Liv. IL.  eft femblable au Triangle CEH ; & aufli que le
ML SecT. Triangle CDB eft femblable au Triangle CHF :
Il. PART. (e qui nous donne les deux Proportions fuivan-
Cuap, 1L tes.
CD.CH:: AD- EH.
CD. CH :: DB- HF.
Donc AD- EH :: DB. HF. ‘ .
Car les deux Raifons de 1a derniere Propor-
tion font égales 2 la Raifon de CD A CH, Cleft-
3-dire, que la partie AD de la grande Bafe eft -
a EH partie correfpondante de la petite Bafe,
comme DB autre partie de la grande Bafe eft 2
HF autre partie de la petite Bafe.
D’ou il fuit, que fi les deux Bafes étoient cou-
pées par plufieurs Ligaes quelconques tirées du
Sommet C fur la Bafe inférieure,:les patties de
la petite Bafe feroient proportionnelles aux par-
ties de la grande.
4. NOus ne nous étendrons pas-fur la fimilitude
4 Sié“ug“‘ des Polygénes irréguliers de plus de trois C6-
o bnes iv. tés -1l fuffira de dire quelle ne peut ére dérer-
,{;_ﬁuﬁm minée que par I'application exate de toutes les
de plus de conditions requifes pour la fimilitude, lefquelles
srois cotés. ne fe fuppléent point dans ces Figures, comme
elles fe fuppléent dans les Triangles. Dans ceux-
ci, par exemple ¥ Iégalité refpective des Angles
emporte la Proportion des Cotés homologues:
ce qui ne peut sappliquer aux Polygones plus
compofés, '
Fig. 13. . Prenons pour exemple deux Retangles, qui
d'abord paroiffent des Figures affez femblables.
Leurs
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¥ eurs Angles font parfaitement égaux, puifqu'ils s—
font droits. Mais il n’eft pas fiir que leurs Cétés Liv. TL.
homologues foient pmportionngl's. Car fi, par I Srcr.
exemple, la Bafe du premier eft 8: celle du fe. g P“g;‘
cond, 6: laHauteur du premier, § : la Hauteur ~24% "
dufecond, 3;iln’y apoint de Proportion ; puif
que 8 n'eft pas 2 6, comme 5 eftd 3. Par confé«
E}Jem »ces deux Rectangles ne font pas fembla-

es.

Ainfi, pour &wablir la fimilitude parfaite de
deux Polygénes irréguliers de Flus de trois Co-
tés, il faut 1° qu'ils foient de la méme efpéce.
2% Que les Angles correfpondans foient égaux
chacun a chacun. 3°. Que tousles Cérés homo-
Iogues, fans exception, foient pro‘Portionnels.
Ceft par le manque de cette trpifiéme condi-
fion , que deux Rectangles ne font pas toujours

&emblables.
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D— ~
Luv. IL

qII. SECT.
HIL PART. SECTION 1IL

¢t TROISIEME PARTIE.

Les' Figures planes [emblables confidérées
.- [elon Uefpace qu elles renferment.

CHAPITRE PREMIER:

Pri}zcife.r Jur le Rapport des efpaces contenus dans
les Figures [emblables & non femblables. -

L’Efp,ace que renferment les Figures eft ab+
A_folument Bbmogene, comme on I'a remar~
qué plus d’une fois. La forme que les Figures
ne doivent qu' leur Périmétre, ne détermine .
point leur grandeur. Elles peuvent étre iné-:
gales, quoique de la méme efpéce : elles peu-
vent ctre égales, quoique d'efpéce différente.
L'efpace eft cen%?fpgg;é\ ar-les Produifans,
c’eft-a-dire, par le produir de deux Lignes que
T'on peut déterminer dans chaque Figure plane.
Or, ces Lignes dans une Figure, ont avec les
Produifans d’une autre Figure , un Rapport
Rasoore quelconque quil eft 2 propos dg confidérer d'ar
) apport ‘ S &
général de PO : ‘5‘;_%/
grandeur ) o
entre deux LOrfque I'on compare deux Figures planes

Figurespla- quelconques, il eft évident que l'efpace de la

nes quel- premiere eft 2 Iefpace de la feconde, comme
<conqucs. v
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le produit des Produifans de la premiere eft au, m——
"produit des Produifans de la feconde. Car Pefs Liv. IL °
pace contenu dans chaque Figure n'eft autre I SECT..
chofe que le produit de fes Produifans. 21. P‘-‘;"'
On exprime cette vérité d’une autre maniere ~o "
en difant, que dewx Figures fint entre elles en,
Raifon compofée de leurs Produifans homologues.
Pour entendre ce langage , il faut confidérer
que I'on ne peut concevoir le Rapport de gran-,
deur entre deux Figures, qu'en comparant leurs
Produifans homologues, puifque leur grandeur,
confifte dans le produit de ces Produifans. Sup« Fig. 244
pofons que les Produifans d'un Triangle foient
4 & 3, & ceux d'un Parallélogramme, § & 2,
il faar comparer la Bafe 4 du Triangle avec la
Bafe 5 du Parallélogramme : ce qui donne la:
Raifon de 4 2 5; & de plus 3 moiti¢ de la Hau-
teur du Triangle, avec 2 Hauteur du Parallé-.
logramme: ce qui donne une feconde Raifon
de 3 3 2. Pour compofer ces deux Raifons en, V.1.Part.
une feule, il-faut , comme on I'a dit, multiplier de ceree 3.
4 & 3 Antécédens, & § & 2 Conféquens des S¢& Ch. 5.
Raifons fimples; ce qui donne I Raifonde 123
0. Or 4 & 3 font les Produifans du Triangle;. -
§ & 2, les Produifans du Parallélogramme. Donc
ces Figures font entre elles g@ Raifon compofée.
de leurs Produifans homoldBues, ceft-a-dire,
comme 12 2 10. » ‘
Ce Principe eft fimple; mais il en réfulte des
conféquences lumineufes & trés-utiles.
1l fuit donc 1°. que fi deux Figures quelcon-
ques ont deux Produifans fganx & denx snéganzx,
clies fant entre elles comme les snéganx. Car une
V ij
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‘S R aifon ne change point lorfqu'on en multipli®
Liv:IL les Termes par la méme grandeur. Ayant la -
IIL. SECT. Raifon degas, fi je multiplie I'un & lautre
2,1; PA;"" par 2, la Raﬂi;)n réfultante de cette Multipli-
HA®. L _cation 8 2 6 fera la méme que celle de 4 3 3.
Suppofant donc queles Produifanségaux dansles
deux Figures foient 2 & 2, & Tes inégaux 4 &
3 » I'efpace del'unefera 4x2; & I'elpace de I'au-
tre, 3x2. Donc les deux Figures feront entre
€lles comme les Produifans inégaux 4 & 3.
‘Les régles les plus fimples de la Planimétrie
mous conduiront 2 laméme conclufion. Suppo-
-+ .- {ons que les deux Figures 2 comparer foient
-des Re&angles, ou, ce qui revient au méme,
‘elles foient transformées dans les Rectangles
aufquels elles font égales. Suppofons encore que
les deux Re&angles ayant les mémes Bafes, ont’
des Hauteurs différentes, ou qu'ayant méme
' Hauteur, ils difiérent par la Bafe:: je dis qué ces
Re&angles font comme leurs Hauteurs ou coms
: ~.me leurs Bafes inégales. ’ o
¥g. 15.  Carl'efpace compris dans ces Retangles n’eft
' autre chofe que leur Bafe répétée autant de fois
quil y a de Points dans leur Hauteur ; ou leur
Hauteur , autant qu’il y a de Points dans leur
Bafe. Aimfi, la Ba?e oulaHauteur érant égales,
1a différence de grafdeur entre les deux Rec-
tangles ne peut venir que de leur Produifant
inégal. Donc ces Figures font entre elles comme
deurs Produifans inégaux. ’
Donc un Reétangle ou toute autre Figure
que ce foit eft double, triple, quadruple d'up
autre Rectangle ou d'une autre Figure quelcogs
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que, lorfqu'avec une méme Bale, il 2 une Hau- ===
teur double, triple ,~quadruple; ou lorfquavec Liv. IL.:
la méme Hauteur il a une Bafe double, triple , F- If“"“
quadruple, &c. ICI:;' m“;'l?

I fuit en fecond liew, que dewx Figures font- *

egales , lorfgque les Produifans de Lune [int réci-
{ro ues aunx Produifans de ,f ausre, Ceft-2-dire,-
orlque les Produifans de I'une font les Extrémes
ou les Moyens d’une Proportion , dont [es Pro-
duifans de l'autre font les Extrémes ou les
Moyens. -

Pour plus-grande facilité,.réduifons nos Fi- Fig. 18,
gures 3 leurs Rectangles. Suppofons:, par exem-
ple; que laBafe du ‘Premier eft 8 , & fa Hauteur
35 1ue la Bafe du fecond foit 6 ,& fa Hauteur
4~ 1l eft clair que la comparaifon direte des
Produifans homologues ne donne pas de Pro-
K/x{)rtion; car 8 n'eft pas a 6, comme 3 eft A 4-

ais nous aurons une Proportion en renverfant
Tordre de. la fecondé Raifon, c'eft-a-dire, fi
apres avoir comparé la Bafe du premier 2 la Bafe
du fecond , onrcompare , non la Hauteur du pre=
mier 2 la Hauteur du.fecond, comme ordre
naturel le demande ; mais laHauteur du fecond
2 la Hauteur du premier. Car il eft certain dans:
notre exemple, que 8 Bafe du premier Rectan=
gle, eft 4 6 Bale du fecond , comme 4 Hauteur
du fecond eft 2 3 Hauteur du premier.

On voit dans cette Proportion, que les Praw-
duifans de la premiere Figure font les Extrémes,
& que Ies Produifans de la feconde font les
Moyens. Or, le produit des Extrémes eft égal
au Produit des Moyens. Donc les deux Figureg
font égales. ‘ Vi«
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“Lrv. 1. V Enons maintenant aux Figures femblables.
L. Sect. Elles ont, ainfi que nous 'avons prouvé ci-def-
AL PART: fus, leurs Cérés homologues proportionnels; &
'cf“:: " les Lignes femblablement tirées proportionnel-
Rappore les aux Cétés. Par_conféquent, leurs Produi--
de gran- fans, qui font auffi des Lignes femblablement
deur_entre tirées, forment entre eux une Proportion di-
-les Figures ota,
{i:gf:fcm' " Pour plus grande commodité , réduifons ces
" Figuresaleurs Re&an‘gles, qui ne peuvent man-
Fig. 17, quer en ce cas d'étre femblables. Nous aurons
. donc la Bafe du premier 2 la Bafe du fecond,
comme la Hauteur du premier 3 laHauteur du
. fecond : par exemple 6 Bafe du premier Rec-
tangle, 3 4 Bafe du fecond; comme 3 Hauteur
du premier, 3 2 Hauteur du fecond. 6. 4 ::
. 2.

1l réfulte de cette Proportion, que les deux
Figures font, non-feulement en Raifon compo-
fée de leurs Produifans homologues ( ce qui leur
eft commun avec toutes les autres Figures ima-
‘ginables ) , mais de plus en Raifon doublée de
ces Produifans. Car la Raifon doublée eft une
Raifon compofée de deux Raifons égales.

" Mais nous avons prouvé que pour doubler
deux Raifons égales, il étoit indifférent de mul-
tiplier les Antécédens d'une part & les Confé-
guens de l'autre; ou de multiplier I'Antécédent
d'une des Raifons fimples par lui-méme, & le
Conféquent de la méme Raifon aufli par lui-
méme. Ainfi, nos deux Figures (emblaglcs qui
font entre elles comme 6x3 eft 3 4x2 , font aufli



-

‘Les FIGURES SEMBLABLES.'  3T1f .
€omme 6x6 eft 2 4x4, ou bien, comme 3x3 eft —t———
3 2x2. Or 6x6 & 4x4 font lesQuarrés des Bafes: Liv. IL. .
3x3 & 2x2 font les Quarrés des Hauteurs. Donc III. SEcr..
les Figures femblables font entre elles comme. les ICH ?;T“'
Quarreés de leurs Produifans homologues. HAR-S
Arrétons-nous un peu fur cette vérité, I'une
des plus importantes de la Géométrie, & tichons
de nous la rendre fenfible par d’autres })reuves..
" Nous avons déja vu que l'arr de faire des
Figures femblables , étoit une affaire de Toifé, Fig- ¥8.
fuivant une Echelle que I'on s’eft formée. Ayant,
par exemple , un Re@angle dont la Bafe eft de-
6 Toifes & la Hauteur de 3: fi je veus faire un
ietit Rectangle femblable, je prends une petiter
igne d’un Pouce, fi 'on veut, pour repréfen-
ter la Toife. Ainfi, mon petit Rectangle fem-
blable doit avoir 6 Pouces de Bafe & 3 de Hau-
teur. Car 6 Toifes eft 3 6 Pouces, comme 3
Toifes eft 3 3 Pouces. .
Maintenant fi par les divifions en Toifes des’
Cotés de mon grand Re@angle, je fais pafler
des Paralleles 2 [a Bafe & au Coté, tout 'efpace”
fe trouvera partagé en 18 Toifes quarrées. Et de:
méme, i par les divifions en Pouces des Cotés-
* de mon perit Rectangle, je fais paffer des Pa~
ralleles 3 Ia Bafe & au Coté , I'efpace féra partar
g¢ en 18 Pouces quarrés. )
Ainft, le grand Rectangle eft au petit, com-
me 18 Toifes quarrées'font & 18 Pouces quarrés.
Or 18 Toifes quarrées font & 18 Pouces quar~
rés, comme une Toife quarrée et @ un Pouce’
quarré. Donc le grand Retangle eft au petit,.
comme le Quarré du tiers de fa Hauteur oudw
Viv
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pummmenen {;viénte de fa Bafe , eft au Quarté du tiers de I
Liv. II. Hauteur ou du fixiéme de laBafe du petit Rec-
IIL SBCT. tangle. Mais le Quarré du tiers de la Hauteur
III._PuI.r. ou du fixiéme de la Bafe du grand Rectangle,
Caaz-I- - off au Quarré de toute fa Hauteur ou de toute
fa Bafe, comme le Quarré du tiers de la Hau-
teur ou du fixiéme de la Bafe du petit Rectan-
gle eft au Quarré de toute fa Hauteur ou de
toute fa Bafe. Donc le grand Rectangle eft au
petit Re@tangle , comme le Quarré de la Hau-
teur ou de la Bafe du grand, eft au Quarré de la
Hauteur ou de la Bafe du petit. Donc Jes Figu-
ves [emblables font entre elles , comme les Quar-
¥és de leurs Produifans homologues.
Or les Produifans font proportionnels aux
Cotés & aux Lignes femblablement tirées dans
Ies Figures femblables. Donc ces Figures font
entre elles comme les Quarrés de leurs Cotés ho-
mologues , & généralement comme les Quarrés
de lenrs Lignes [emblablement tirées.
Donc les Polygines (emblables font entre exx
comme les Quarrés de leurs Raions droits ou de
Jeurs Raions obliques. Donc les Cercles font entre
enx comme les Ouarvés de lenrs Raions , de leurs
Diamétres , de leurs Cordes d égal nombre de De-
grés, Ge.
Mais les Cotés des Figures femblables ne font
pas fimplement des Racines de Quarrés. On y
peut conftruire des Triangles équilatéraux, &
toutes fortes de Polygénes réguliers. On peut
Ies prendre pour Raions ou Diamétres de Cer-
cles. Toutes ces Figures étant femblables cha-

gune dans leur efpéce, font par conféquent entre

B e ——— —
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elles comme les Quarrés des Cotés homologues mmmm———
fur lefquels on les a conftruites. Donc les Figu- Liv. 1L
res femblables, qui font entre elles, comme les 1L $BcT.
Quarrés de leurs Cétés homologues, font aufli g; ;‘;"‘*
comme tous les autres Polygones femblables o
q;e I'on pourroit conftruire fur ces mémes Co-
tés. ,

En confidérant les Figures femblables fous un
autre afpect, la Proportion de leurs Produifans
homologues nous découvre une autre propriété
remarquable : Ceft que de dewx Figures fembla-
bles on peut faire aifement denx Figures égales.
11 ne s'agit, au lieu de faire une Raifon dovilée 5
que de prendre le produit des Produifans été-
rologues (que on me pafle cette expreflion)
c’eft-2-dire, de multiplier le premier Produifant
de Ia premiere Figure, par le fecond Produi-
fant de la feconde, & le fecond Produifant de
la premiere , par le premier Produifant de la
feconde. :

Dans les deux Re&angles de la Fig. 17, la
comparaifon de leurs Produifans homologues
nous a donné la Proportion 6+4::3-2.

Le Produit des Extrémes 6 par 2 eft égal au
Produit des Moyens 4 par 3. Or 6 eft la Bafe du
premier Re&tangle: 2, la Hauteur du fecond:
4,la Bafe dufecond: 3 , la Hauteur du premier.
Par conféquent , les deux Re&angles que I'on
formeroit par le produit des Produifans étére-
lagues , feroient des Rectangles égaux,

&P
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Liv. 11,
I1I. SEcT.

LI, PaRt. CHAPITRE II.

CWO-IL

. Propriéés du Triangle reftangle.

LA Proportion des Figures femblables avec
les Quarrés de leurs Cotés homologues , a
fait découvrir dans le Triangle rectangle des
propriétés trés-importantes.

L

1. -
Premicre SI du Sommet C d’un Triangle re&angle quel-
Propriét€.  conque, on abaifle une Perpendiculaire CD fur
Fig. 159- PHypothénufe AB, le Triangle fera partagé en
deux Triangles retangles femblables entre eux,
& femblables au Triangle total.

Car 1°. les deux petits Triangles ont un Angle
droit en D, comme le grand en C. 2° L’Angle
en' A eft commun au grand & au petit Triangle.
3° L'Angle en B eft commun au grand Trian-
gle & au moyen. Donc le troifiéme Angle des
deux Triangles partiaux eft égal au troifiéme
Angle du Triangle total. Donc les trois font
équiangles & femblables. Donc leurs Cétés ho-
mologues, c’eft-a-dire, ceux qui font oppofés
aux Angles égaux, font propottionnels. .

-1 faut obferver avec foin que dans la Figure
la méme Ligne eft en méme tems Cété de deux
Triangles différens. La Ligne AC petit Coté du
grand Triangle, eft Hypothénule dans le petit.
CB grand Coté du grand Triangle, eft Hypo-
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thénufe dans le moyen? AD petite partie de la me—————m
grande Hypothénule , eft le petit Coté du peric  Lav-IL
Triangle : DB grande g_artie de la grande Hy- 1IL. Sect.
pothénufe,, eft le grand Cété du moyen Trian- g;;‘;“s‘
gle. Enfin, la Perpendiculaire CD grand Coté
du petit Triangle, eft le petit Coté¢ du moyen.
Pour ne pas fe confondre dans les comparai-
fons des Cotés homologues des trois Triangles,
je vais les ranger par ordre. ‘
. 1°. Les Hypothénufes font AB pour le Grand 3
CB pour le Moyen; & CA pour le Petit.
~ 2° Les grands Cotés font CB pour le Grand:
DB pour le Moyen; & CD pour le Petit.
'3° Les petits Cotés font CA pour le Grand:
CD pour le Moyen; & AD pour le Petit.

4 II.
LA Perpendiculaire CD étant abaiffée du 2.

Sommet fur 'Hypothénufe, nous avons trois _ Scconde
Moyennes proportionnelles; fcavoir , les trois Propriftée
Lignes CA, CD, CB partant du Sommet.
.. 1°% La Perpendiculaire CD eft Moyenne pro~
portionnelle entre les deux parties de [ Hypothe-
nufe AB coupée au Point D. .
Car les Triangles ACD, DCB, étant fembla-
bles, la Proportion de leurs Cotés homologues
nous donne : AD petit Coté du petit Triangle
eft 2 CD petit Coté du Moyen , comme la mé~
me CD grand Coté du petit Triangle, eft 3 DB
grand Coté du Moyen. - AD-CD-DB. Ot AD
& DB font les deux parties de la grande Hypo-
thénufe. Donc CD eft Moyenne proportionnelle .
entre ces deux parties, '
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‘S %, CA petit Coté du grand Triangle , eff
-Lxv. H. Moyenne proportionnelle entre [ Hypothénufe AB
1L SBCY. youz¢ emticre, & fa petite partic AD.

1L p‘:‘;‘ Car le grand Triangle ACB & le'petit ACD
Cauar I geane femblables, Iz Proportion de leurs Cotés
-homologues nous donne : AB Hypothénufe du
grand Triangle eft 2 CA Hypothénufe du Petit,,
.comme la méme CA petit Coté du grand Trian-
gle eft 3 AD petit Coré du Petit. 3 AB-CA«;

-AD. . .
3° CB eft Moyenne proportionnelle entre I Fypo-
‘thénufe AB toute entiere, & [a grande partie DB.
Car le grand Triangle ACB & le Moyen DCB
#tant femblables, la Proportion de leurs Cotés
homologues nous donne : AB Hypothénufe da
grand Triangle , eft 3 CB Hypothénufe du
Moyen, comme la méme CB grand Coté du
grand Triangle, et DB grand Coté duMoyen:

+:AB.CB-DB.

Conté- CEs deux propri€tés du Triangle recangle
quence de nous démontrent une vérité dont la découverte
ces élzm‘ a caufé des tranfports de joie aux anciens Géo-
f:; Pto:t P métres. La voici. Le Quarré de [ Hypothénufe
Quarté de 9% Triangle reftangle eb/} égal anx Quarrés des
'Hypoth¢- deux Cites pris enfemble. :
nufe. On entend bien que le- Quarré de 'Hypo-

Fig. 19. thénufe, eft celui dont I'Hypothénufe feroita
Racine; & que-les Quarrés des Cotés font ceux
qui auroient pour Racine les Catés dia Priangfe.
On dit donc que ces deux Quarrés ‘conftruits
fur les Cétés font égaux, pris enfemble, au
Quarré conftruic fur [Hypothénufes
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'Premsere Presve tivée de la premiere proprséte s
du Triangle veitangle. Lrv. IL
., Les Figures femblables font entre elles cgms III. $gcr.
me les Quarrés ‘de leurs Cétés homologues. m"‘;‘;'
Donc le grand Triangle eft au Petit, comme le )
Quarré de AB Hypothénufe du grand Triangle
eft au Quarré de CA Hypothénufe du Petit.

Don¢ encore, le grand Triangle eft au Moyen,
comme le Quarré de AB Hypothénufe du grand
Triangle, eft au Quarré de CB Hypothénufe du
Moyen. -+ ; :
- Dlun_autre coté, les Quarrés des Cotés ho-
mologties des Figures femblables font entre eux
comme l_és‘Figures elles-mémes.- Or le Trian-
le total eft €gal au Moyen & au Petit pris en-
- {emble. Donc le Quarté de Hypothénufe du

Triangle total eft- égal aux Quarrés des Hypo-
t‘hénchsNdes deux Triangles partiaux; & pat
conféquent , aux Quarrés des deux Cotés CA;

. CB du Triangle total. o :
~ Seconde Prewve tirée de la feconde propriété
du Triangle reCtangle. S -

Soient conftruits les Quarrés dont il Sagit fur Fig. 20.
les trois Cotés du Triangle : foit auffi la Per-
pendiculaire CD prolongée jufques fur la Bafe
inférieure du Quarré de I'Hypothénufe. La
Perpendiculaire DE partagera le grand Quarré
en deux Recingles quelconques. Par confé-
quent, fi chacun de ¢es Retangles éroit gal au
Quarré du-Coté qui lui- correfpond, le (%arté
de 'Hypothénufe , compofé des deux Re&an-
glés, feroit égal aux deux autres Quarrés pris - -
enfemblev Lo
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===, Or 1°. le Rectangle ADEF cft égal au Quareé
Lav. II. de CA. Car la Ligne CA eft Moyenne QQOP
XL SEcT.: tjopnelle entre JHypothénufe entiereé AB & fa
LI Pazr, eine partie AD. (+: AB. CA- AD) Donc le

(s

Carapr L. %’ﬂ'fténgle formé par le Produit de IHypothé-

: » entiere & de fa petite partie AD eft &g, Eg
arré du Coté CA. Ors le Re@tanglg AD

»ur Produifans la Ligne AF égalea I’ ytgtz-

nufe AB, & AD petite partie de 'Hypothé-

e. Donc, &c. - _ ORIy

°. Le méme raifonnement conclut pour Ié

galité du fecond Re&angle DEGB au Qnarré .

du Cété CB. Car cette Ligne CB eft Moyenne

proportionnelle entre I'Hypothénufe “éhtiere

AB & fa grande partic DB. Donc le Redtangle

de AB ou BG fpn égale par DB, cft égal ait

Quarré de CB. Donc le Quarté de [Hypothé-

nufe eft égal aux deux autres Quarrés pris en=

femble. . S :

o

4 CE(te- vérité eft féconde en conféquences

"gz‘:g:’l%l‘ ;téiiem curieufes. Nous_ allons ticher de les

-~ Y € er. = - -

‘;f;ui, - La premiere qui fe préfente, ceft; que file
Triangle retangle eft ifacelle, ceft-a-dire, fi
les Cotés CA , CB font égaux, le Quarré de
IHypothénufe eft double du Quartré d'un dey
Cotes, Car les deux Quatrés des Cotés étant
égdux , puifquiils ont une Racine .égale , .l
Quarré de I'Hypothénufe;, égal aux deux, eg
double de I'un des deux. S

Fig. 21, . Ainfi, rien n'eft plus facile que de faire un

¢

Quarré double d’un autre. Car ayant yn Quarré

)
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quelconque ACBD, fi Pon tire la Diagonale AB;, s
cetee Ligne fera I'Hypothénufe du Triangle Liv. IL
reQangle ifocelle ACB. Par -conféquent, - le Il Secr.
Quarré dont elle feroit Racine , feroit double IC*}I;::“;‘:‘
du Quarré de CA ou de CB. Or, le Quarré de ’
CA oude CBeft le Quarré méme dont on chet» ~ ~ *
che le double. Donc, &c. : S A
. . Ceci .mérite d’étre remarqué. Car il vieno
naturellement dans I'efpric que pour avoir un
-Quarré double d’un autre, il faut prendre une
Racine double de la premiere. Ce feroit une Fig. 2a;
méprile confidérable : car une Racine double
donneroit un Quarré quadruple. Siila Racine:
d’'un Quarré fimple eft d’'un Pied, par exeme
ple, le Quarré réfultant eft un Pied quarrél .-
Mais le Quarré d’une Racine de deux Pieds .
contient 4 Pieds quarrés: car 2xi=4. . . -

- De méme, pour faire un-Quarcé triplesilne
faudroit Eas prendre le triple.de-la:Racine: car: |,
le Quarré de la Racine triple feyoit nonécuple

du fimple , puifque 3x3=9. Mais.il faut faireun' :: .. . .
A;ﬁ!g droit de la Racine du Quarré fimple & -
de fa diagonale : 'Hypothénufe qui fermerale: Fig: 23"
Triangle ; fera la Racine du Quarré triple..Car = .¢7 .«
le petit Cotédu Triangle donneroit un Quarré’
fimple: le grand cot¢, diagonale du Quarré
fimple donneroit un Quarré-dquble:. Ainfi; less
Quarrésdes cotés feroient égaux & troisfimpless: .
Dong le Quarré de I'Hypothénufe , égakau dous:

ble plus au fimple, feroittriple du fumplé... . >

:Pour faire un Quarré quddenples il:n’y-aqud

prendre deux diagonales du Quarré fimplé;, &

en faicg les deux corés.diun Trigngle rectangle

<213
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S (o celle : PHypothénufe fera la Racine duQuars
Lwv. IL ré quadruple. Car ce Quarré feroit égal aux
ML SBCT.  deyx Quarrés des Cotés pris enfemble. Or, cha-
2L PART. o1y des Quarrés des Cotés eft double du fimple.
CHAP. II. ' >
Donc le Quarré de Hypothénufe en eft qua-
druple. Donc encore cette Hypothénufe eft
Fig. 22, dou‘l;le de la Racine fimple : car nous avons vu
ci-deflus quune Racine double de la fimple
donneroit auffi un Quarré quadruple.
1l eft inutile d'aller plus loin, & d’expliquer
7" endérail la maniere de faire un Quarré quintu-
ple, Sextuple, &c. Le Lefeur la trouvera
aifément de lui-méme.

5. MAis il eft trés-important d'approfondir les

Applica- Rapports qui fe trouvent entre les Polygones

tionauxau- réguliers que I'on peut conftruire fur les trois

e p°é" Cotés du Triangle reGangle. Rien n'empéche

§ulni::s ron. eneffet que I'on neprenne chaque Cété de ce

Bcoits fur Triax;fle pour écre le Coté d’un Triangle équi

tes cbiés du latéral, ou de quelque autre Polygdne régulier;

Triangle & méme pour le Diamétre ou le Rsion d'un
reGangle. Cercle.. . ' :

Fig. 23. &  Or, quelque foit 'efpéce de Polygone régu-

34 lier que I'on conftruife fur les Cotés du Trian-

gleretangle, il eft indubitable que le Polygone

<oaftruit fur 'Hypothénufe eft ¢gal en Surface

anx deux autres pris enfemble. Carces Polyge-

nes étant femblables, font entre eux comme les

Quartés de leurs. Cotés homologunes; & par

eonféquent, comme les Quarrés dont les Gotés

du Triangle re@angle font Racines. Or, le

Quarré de I'Hypothénufe eft ¢gal aux deux au-

tres
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vees Quarrés pris enfemble. Donc le Polygone s
- régulier conftruit fur FHypothénufe eft égal aux Liv. 11
deux autres Polygdnes femblables conftruits fur M- SEcT,
les Cotés. . III. PArT,
~ Cela pofé: Silon a, par exemple ,deux Trian- C;A?'z?'
gles équilatéraux de différente grandeur; il fe- g 23
roit aifé¢ den faire un feul Triangle équilatéral.
Car formant un Triangle retangle avecun Cété
de chacun des deux Triangles ¢quilatéraux,
I'Hypothénufe que l'on tirera fera le Coté du
Triangle que I'on cherche. : :
" De méme, fi Fon adeux Cerclesinégaux, il pig, 24,
eft aif¢ de décrire un nouveau Cercle égal aux S
deux autres pris enfemble. Car faifant un Angle
droit avec les Raions des deux premiers , 'Hy-
othénufe feroit le Raion du troifiéme Cercle.

Suppofons 2 préfent que le Triangle retan-
gle, fur les Cétés duquel on conftruit des Poly-
gones femblables, foit ifocelle : il .eft évident
que le Polygone de FHypoth¢nufe fera double
de 'un des Polygones des Cotés. Car les deux Fig,(23,
Polygones des Cotés , qui, pris enfemble, font '
égaux au Polygdne de 'Hypothénufe, font par
la fuppofition égaux entre eux. Par conféquent,
chacun d’eux eft moiti¢ du Polygdne de I'Hy-
pothénufe. :

Ainfi, un demi-Cercle conftruit fur FHypo- Fig: 24,
thénufe d’un Triangle re&angle ifocelle eft dou-
ble d’un des demi-Cercles conftruits fur les C6-
tés. En général, il faut railonner fur les Figures
femblables que 'on peut btir fur les Cotés d'un
Triangle tc&anﬁle, comme on a raifonné fur

les Quarrés; puifque ces Figures femblables font
‘ - X
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s enere elles comme les Quarrés de leurs Coudg
‘Liv. IL° homologues. : : _
IIL. SBCT.  Par conféquent, peur avoir un Polygéne ré-
éﬂ- P‘;‘IT‘ gulier double d'un autre de la méme efpéce, il
AR T faur bien fe donner de garde de prendre pour le
‘Coté du nouveau Palygane , le double du Coté
duPalygoéne fimple. Car ce Coré double donne-
roit un Polygone réguylier quadruple. Et de mé-
me pour avoir un Polygone réguljer triple d’un
autre, il ne faur pas prendre le triple du Coré
du premier , pour en faire le Cété du nouveau’
Polygdne que I'on veut conftruire. Ce Cété tri-
ple dgnnnctoit un Polygane régulier nopécuple,
Mais pour avoir un Polygéne régulier double
d'un autrede méme efpéce, prenez deux Lignes
toutes deux égales au Coré du Polygone fim-
ple; on, fi c'eft un Cercle, toutes deux égalés
au Raion, De ces depx Lignes formez un Angle
droit : 'Hypothénufe que vous tirerez enfuite,
ferale Cotf du Polygone régulier double, ou
Ie Raion du Cercle double que vous cherchez.
De méme, pour avoir un Polygone triple,
cherchez d’abord le Coté du Polygone double:
faites enfuite un Angle droit avec le Coté du
{imple & du double : I'Hypothénufe que vous
tirerez, fera le Coté du Porygéne triple,
Pour avoir un Polygéne quadruple, prenez
le Coté du Polygone double. Avec deux Lignes
¢galesa ce Cét%, faites un Angle droit: 'Hy-
athénufe que vous tirerez, fera le Cété du Po-
lygone quadruple. Mais comme cette Hypothé-
nule eft double du Coté du Polygéne fimple,
oa peut quadrupler ce dernier d'une fagon plus
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abréglh , enprenant le double de fon Cété pour ==mmmmmie
éire le Cté du Polygéne quadruple que 'on Liv. IL

veut conftruire, III. SEcT.
~ 4 III. ParT.

Al’rés avoir examiné les Rapports que les Caap. 1L

6.

Quarrés & les autres Polygones réguliersbitis  Rappore
fur les Cotés du Trian legre&angliu,hpeuvem carre les
avoir avec le Quarr¢ de%’Hypothénu(e ou avec Cétés du
tout autre Polygéne régulier auquel elle fervi- Ttiangle
roit de Bafe, I'ordre demande que nous difcu- reQangle.
tions quels font les Rapports des Racines de ces
Quatrés ou Polygénes, ceft-2-dire, des Cotés
du Triangle re¢tangle avec la Racine du grand

uarré ou grand Polygdne, c'eft-2-dire, avec
I'Hypothénufe. ‘

Deux chofes ici font également certaines. La
premiere, que l’Hypotﬁénufe a plus de lon-
gueur Tl’aucun des autres Cotés du Triangle
rectangle, puifque I'Hypothénufe eft oppo
au plus grand Angle du Triangle, fcavoir, 3
PAngle droit. La feconde, que 'Hypothénu-
fe eft plus petite que les deux Cétés du Trrian-
gle pris enfemble. Car I'Hypothénufe AB eft
une Ligne droite, & les deux Cotés AC,CB -
ne vont de A en B que par par un détour. Mais
quel eft le Rapport precis de ces deux Lignes
ou de l'une des deux avec 'Hypothénufe? Voila
Iétar de la quettion. :

Si nous fuppofons que le Triangle rectangle
ne foit pas ifocelle, il peut arriver que l'on
connoiffe au jufte le Rapport de ces Cotés avec
FHypothénule. Que le petit C6té, par exemple,
foit de 3 Pieds, le Grand de 4, 'Hypothénule

: X ij
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smmm— for3 dé §. Car fon Quarré doit étre égal au

Liv. II.
1II. SECT.
III. PART.
CHAP. II.

Quarré de 3 qui eft 9; plus au Quarré de 4 qui
eft 16. Or 9+16=25,dont la Racine elt 5. Par
conféquent I'Hypothénufe doit étre de 5 Pieds.
Mais, comme on le voit, cela ne peut arriver
que lor{que la Somme de deux nom%tes quarrés
eft elle-méme un nombre quarré : ce qui n'ar~
rive jamais que dansI'exemple propofe, & dans
les multiples des nombres 3, 4., 5. Excepté ces
cas, il eft impoflible d’exprimer en nombre le
Rapport des Corés du Triangle rectangle avec
I'Hypothénufe. Suppofé, par exemple, quele-

- petit Coté foit 2: le grand 3 . le Quarré du pre-

mier eft 4, & celui du fecond, 9. 4+9=1 3. Donc
le Quarré de I'Hypothénufe et 13. Mais 13

n'eft point un nombre quarré: la Racine quar-
rée de 13 ne peut sexprimer ni par un nombre

entier , ni par un nombre fraGtionnaire. Donc
on ne peut ordinairement exprimer par un-
nombre le Rapport du Coté du Triangle rec-

tangle A fon Hypothénufe. Donc il ne peut or-
dinairement y avoir qu'une Raifon fourde en-

tre ces deux Lignes. '

Remarquons quun Triangle rectangle qui
n'eft pas ifocelle, eft toujours la moitié d’'un
Parallélogramme retangle coupé par fa Dia-
gonale, laquelle devient Hypothénufe. Par con-
{équent, on doit dire que les Produifans d’un
Parallclogramme regtangle ne font point com-
me nombre & nombre avec la diagonale, ex-
cepté dans les cas affez rares fpécifiés ci-deffus.

Mais nous ne trouverons aucune exception,
fi nous fuppofons que le Triangle reGtangle foic
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ifocelle. Rémarquons qu'un Triangle re¢tangle
ifocelle eft toujours moitié¢ d'un Quarré coupé Lrv. IL
par fa diagonale; & qu'ainfi c’eft la méme chofe IH. ScT.
de dire que I'Hypothénufe n’a qu'un Rapport Cr:{':;"‘:lr"
fourd avec le Coté du Triangle reGtangle ifo- T
eelle, ou de dire que la Diagonale n’a que cette
efpéce de Rapport avec le Coté du Quarré,

Il eft aifé de prouver cette Propofition d'une-
maniere démonftrative.

1°. Dans lafuppofition du Triangle rectangle
ifocelle, les Quarrés.des Cotés font égaux; &
leur valeur peut sexprimer par un nombre-
quarré, Farceqne rien n'empéche que leur Ra-
cine ne foit partagée en Aliquotes-égales. Donc -
le Quarré de Hypothénufe fera égal 3 la Som-
me de ces deux nombres quarrés. Mais la Som-
me de deux nombres: quarrés égaux ne peut.
jamais étre un nombre quarr¢. Done; il elf ime
poflible d’exprimer en nombre I'Hypothénufe:
Racine du %larré double. -

Soit le C6té du Friangle de 2 Pieds.-Le Quar-
ré de 2 Pieds contient 4 Bieds quarrés. Donc
le Quarré de 'Hypothénufe contiendra. 8 Pieds-
quarrés. Mais 8 n'eft pasun nombre quarré. Par-
conféquent, en exprimant laRacine du Quarré
latéral par 1, il eft impoflible de trouver aucun-
nombre qui puiffe exprimer 'Hypothénufe, -

2° Dans le Triangle rectangle ifocelle, le- -
Quarsé de 'Hypothénufe eft double dit Quarré
Latéral. Par conféquent, le Rapport dudernier
au premier eft de 12 2. La Racine de 1 quarté&
eft 1 en longueur, parceque 1xr1=r1 quarré.
Mais il 0’y a aucun nombre qui puifle étre Ra—

X i




AREE——
Stremt——

Laiv. IL.
III. SBcT.
1II. PART.
Caar. II.

Pos
Incom-,
menfura.
bics.

326  GEOMETRIE METAPHYSIQUE.

cine quarrée de 2, ceft-a-dire, qui multiplié
par lui-méme faffe 2. Donc il ne peut y avoir
de Rapport exact , ou de nombre A nombre en-
tre la Racine du Quarré fimple & celle du
Quarré double. _

3°. La Raifon du Quatre fimple au Qﬁané
double eft doublée de la Raifon de leuts Raci-
nes. Car nous avons prouvé ci-deflss que les
Termes d'une Raifon doublée font entre eux,
comme le %uarré de I'Antécédent d'une Rai-
fon fimple eft au Quarré du Conféquent de la
méme Raifon. -

- Nous avons auffi prouvé que toute Raifon
doublée ne peut manquer daveir pour Expo-
fant un nombre quarté, lorfque la Raifon fim-
ple eft de nombre A nombre, ou peut étre ex-
primée par des nombres.

Mais la Raifon du Quarré fimple au Quarrd
double ; quoiqu’exprimée par un nombre, n'a
ﬁas un nombre quarré pour Expofant._Car la

aifon du Quarsé fimple au double eft r ¥ 2,
dont 'Expofant 3 néeft pas un ronibre quatré.
De méme, la Raifon du Qurarré double au Quar-
r¢ fimple eft 2 3 1, dont I'Expofant 3 n'eft pas
un nombre quarré. Donc la Raifon fimple des
Racines ne peut s'exprimer par des nombres.
Donc le €6té du Triangle reétangle ifocelle &
fon Hypothénufe ; ou ce qui eft la méme chofe,
le Cété du Quarré & fa diagonalé s font des
Lignes incommenfurables. —

I et néceflaire de développer cettd derniere
conglufion, qui pourtoit d’'abord paroitre dif-
firente de la premiere.
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* Deux: Grandeurs font incommenfurables , “mmmm—
lorfquelles n'ont aucune Aliquote commune Erv.II
qui puiffe les mefuter exattement. Or, tel eftle HI. Sger.
Coté du Triangle re@angle ifocelle comparé gf; o
. avec YHypothénufe: ou ce qui eft laméme cho- T
fe, le Coné du Quatré comparé avec la diago-
nale.
Suppofons que le Cété du Quarré foit parta-
gé enun némbee quelconque d’ Aliquotes, en
~un miillion, par exemple, je dis qu'une de ces
millioniéihes parties ne peut mefurer exacte-
ment la diagonale, & qu'on ne peut pas dire
‘elle y foit contenue un certain nombre de
?:is fans refte. Car fi cette petite mefure , con-
. tenue exactement un mitlion de fois dans le’
Cbtd du Quarré , éroit contenue exaCtement un
Milliorr Quatre Cent Mille fois dans fa Diago-
nale, le Coté feroit A la Diagonale , comme un:
Million eft 3 un Million Quatre Cent Mille: ce
ce qui eft une Raifon exacte , de nombre 3 nom-
bre, dont I'Expofant feroit un nombre. Une
.fareille Raifon étant doublée, ceft-i-dire,
-I'Antécédent mulripli¢ par lui-méme, & le Con-
fquent auffi par lui-méme, on auroit la Raifon
du Quarré d'un Million au Quarré d’un Millionr
Quatre Cent Mille; & par conféquent, Expo-
fant de cette Raifon doublée feroit un nombre
quarré. Mais cela répugne abfolument, puifqu’il
eft démontré que la Raifon du Quarré fimple
au Quarré double eft de 1 2 2, & celle du dou~
ble au fimple de 2 A 1, dont les Expofans + & 2
ne font pas des nombres quarrés. Donc la Ra~
cine du Quarré fimple eft incommenfucable &
X i
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gimemmms |3 Racirte du Quarré double, ou ce qui eft fa
Liv. Il méme chofe, le Coté du Quarré 2 la Diagonale. -
Il S8cT.  On prouvera de méme que la Racine du
gl&‘z‘;fl" Quarré fimple eft incommen?urablc a la Racine
7™ du Quarré triple. Car ces Quartés étant enfem-
ble comme 1 2 3 ou comme 3 2 1, leur Raifon
a pour Expofant ; ou 3, qui ne font point des
nombres quarrés.
Mais la Raifon du Quarré fimple eft com-
menfurable 2 la Racine du Quarré quadruple.
Car nous avons vii que la Racine du Quarré
zuadruple eft double de laRacine du Quarré
" fimple. Ces Racines font donc entre elles com-
me 132, ou 2 2 1. Auffi la Raifon des Quarrés
a pour Expofant des nombres quarrés, fca-
voir, %, fi 'on compare le fimple au quadru-
p}e; & 4, fi l'on compare le quadruple au fim-
e.
P On prouveroit encote que la Racine du
Quarré fimple eft incommenfurable aux Raci-
nes du Quintuple, du Sextuple, du Septuple
& de I'O¢tuple. Car les Quarrés étant comme
135,26, 7,28, leur Raifon a pour Ex-
pofant 5, %, 7, ¥, ou en compararit les grands
au petit , I'Expofant feroit §, 6, 7, 8, qui ne
font pas des nombres quarrés.
Mais la Racine du Quarré fimple eft com-
menfurable 2 la Racine du Quarré nonécuple.-
Car nous avons v que cette derniere eft triple
de la premiere. Auffi la Raifon des Quarrés 1
& 9 a pour Expofant un nombre quarré, {¢a-
voir, 3 ou 9. - .
Je ne pouflerai pas plus loin ce dérail. Ce que.
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, 4 dit fuffit pour faite comprendre clairement,
?ue les Racines des Quartés ne font commen-_ Liv..IL
urables, que- lorfque les Quarrés eux-mémes [:“ :"CT- _
font entre eux comme les nombres quarrés , gl n";}r'
c’eft-3-dire, comme 1 eft 2 4,3 952 16, 2 25, oo
a 36, &c.

- Mais il eft trés-effentiel d'obferver que ce que
nous avons dit de I'incommenfurabilit¢ de la-
pldpart des Racines quarrées, doit sappliquer .
aux Cotés des Polygdues réguliers quelconques
conftruits fur les Cotés du Triangle. reGtangle
ifocelle, ou avec des Lignes égales 2 ces Cotes;
puif?u’il eft prouvé que ces Lignes font incom-
menfurables. On doit donc dire que le Coté d'un .
Triangle équilatéral fimple, ou dun Pentagéne,.
ou d'un Exagone, &c. eftincommendurable’au .
Coté d'un Triangle équilatéral double, &c. &
par la méme rai(%n la Citconférence d’'un Cer-
cle, fon Diamétre,, fon Raion, &c. fontincom-
menfurables 2 la Circonférence, au Diamétre, -
au Raion d’un Cercle double, &c. :

Cette remarque nous fait appercevoir dans
la Géométrie une multitude prodigieufe de Li-
gnes incommenfurables les unes aux autres; & -
ce qui eft plus étonnant encore, ceft de voir
que ‘les Figures entieres aient entre elles un
Rapport tres-exa® & de nombre 3 nombre,
pendant que leurs Cotés refpectifs, leurs Pro-
duifans , leur Périmétre, leurs Lignes fembla-
blement tirées , ne peuvent avoir quun Rap-
port fourd. Ceft ce que les Géométres expri-
ment en difant que ces Lignes qui n’ont entre '
elles aucune mefure commune , font néanmoins .
commenfurables en puiffance.
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Ne concluons pas cependant de-12 que toutes
les Figures planes ayent entre ellesun Rap‘{:ort
exal , lorfque leurs Cotés font incotmmenfura~
bles. On pourroit alléguer plafieurs exemples
du contraire : un feul fu%‘ra. 1 eft facile de trou-
ver une Ligne moyenne proportionnelle entte
le Coté du Triangle reQangle ifocelle & FHy-

hénufe, comme nous le verrons darns péu.

- Soit donc cette moyerine fuppofée : je I'appélle

B:le Coté du Triangle A, & 'Hypothénufe C.
Ces trois Lignes font incommenfurablés s puif-
que A & C le forit. Mais quelque Rapport
qu'elles” ayent entre elles, elles forment une
Proportion continue 3+ A-B.C. -

Or, Ceft une vérité conftante daiis la Scien-
ce des Proportions, que dans une ¢ontirie , le
presnier Tetme eft au troifiéme, comme le
Quarté du premier eft au Quartt du fecond.
Ayant la Proportion continuie 3 144-8,il eft
certain que 3 eft 3 §, comme le Quarré de 2
qui eft 4., eft au Quatté de 4 qui eft 16. Nous
avonls donc icl- AsG: s AA<BB. Ory A Cétd du
Triangle ; n'a qu'un’ Rappere foutd avec C Hy-
pothénufe. Doric le c{::mé de A i's que le
méme Rapport avec le Quarsé de B.

- On prouveroit de itiéme que le Quatré de
I'Hypothénufe € eft tncommenfurable ad Quar-
ré de la Moyenne propéstionnelle B. Car I'on
peut tourner la Proportion ¢ontinde de cette
manieré: 35 C+B+A. Dotic C<A:3CC+BB. Or,
C & A font incommenfetables. Donc CC & BB

“Ie fomn =ufli; & séanmoins le Quatré de Ceft

commenfurable au Quarré de A, puifque le pre-
mier eft double du fecond.
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Cette doCtine dés szcommenfirables eft re~
gardée avec raiforr commie Fun desplus profonds Lav. H.
myftéres de la Géomderie. Elle-tient intime~ Ik 88ct.
~ ment 2 la divifibilité de 'Etendue 3 linfini. En gk:;‘;‘:
" effet, fi cetre divihbilisé avoit des bornes, & )
qu'a force de parcager 5 on puit parvenir 2 des
unités parfaires, ¢es unitds fetoient patfaivement
égales; & par conkquent chaque Lighe, ehaque
Surface feroit compofée d'un nombre quelcons
que d'unités, & ne pourroient diftérer que pac
Ie plus ou le moins de ees umités que chacune
d’eﬁes‘ contiendroit. Doinc elles feroient enfem»
ble en Raifon de nombre 2 nombre. Donc elles
ne feroient pas incommenfurables, puifqu’elles
auroient des Aliquotes communes qui les mefu-
reroient exatement. Ainfi, linconteftable ine
commenfurabilité d'un grand nombre de Lignes
& de Surfaces doit bannir 2 jamais de la Géo-
métrie les Points indivifibles, les Lignes fans
Largeur, les Surfaces fans Profondeur. Cette
vérité eft le triomphe de nos Elémens infmimenc
petits , & divifibles eux-mémes 2 linfini. 4
En effet, en fufpofa'm le Coté du Quarré.
artagé dans fes Elcmens infiniment petits, {i
Fon partage la Diagonale par les mémes infini-
ment petits, il doit fe trouver pour achever la
derniere de ees Lignes, un refte dEl¢ment qui
n’ait aucune commenfurabilité avec I'Elément
entier qui le précéde. Car fi ce refte de Point
avoit quelque Commenfurabilit¢ avec le Point
entier qui le précéde; on pourroit dite que le
Coré du Quarré eft 2 la Diagonale , comme le:
nombre des Points contenus dans le Coté, eft
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au nombre des Points, plus telle frattion de
Point , contenus dans la Diagonale , ce qui fe-
roit une Raifon de nombre 2 nombre. Donc le
refte de Point qui termine une des Lignes eft
incommenfurable au Point entier.

Mais fi nous fuppofons que I'on divife 2 pare
chacune des deux Lignes par des Points aliquo-
tes, ce qui paroitroit plus naturel, il faudroit
reconnoitre que les Aliquotes du Coté & celles
de la Diagonale font, non-feulement d'inégale
grandeur , mais encore qu'elles n’ont entre elles
aucune Commenfurabilité.. Car deux Touts
compofés d’Aliquotes commenfurables , le fe-
roient néceflairement eux-mémes. Voild donc
des infiniment petits d'inégale grandeur, & qui
de plus n'ont entre eux aucune mefure com-
mune. Donc les infiniment petits du fecond or-
dre, Elémens des infiniment petits du premier
ordre, font aufli quelquefois incommenfurables
entre eux. Donc ceux du troifiéme ordre. Donc.
ceux du quatrieme, & ainfi 2 l'infini. Voila le
Etodige: voila la profondeur. (%ui feroit affez.
nardi pour entreprendre de la fonder ? Con-
tentons-nous d'avoit mis le pied fur le bord de:
I'abymie. - '

It e pas permis de traiter des Polygdnes
réguliers conftruits fur les trois Cotés du Trian-
gle re&angle, fans dire un mot des Lunulles
d'Hyppocrates de Chio. Voici ce que c’eit. Nous
avons prouvé que fi L'on conftruit un demi-Cer-
cle fur les trois Cotés du Triangle re&angle,
celui de 'Hypothénufe eft égal aux deux autres
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pris enfemble ; & qu'il eft double de chacun =====—==
d’eux, fi le Triangle rectangle eft ifocelle. Liv. IL

Au lieu de décrire le demi-Cercle de 'Hypo- III. Szcr.
thénufe en en-bas, comme cela paroit plus na-
_tugel, on seft avifé , peut-€tre par hazard, de le
décrire en en-haut. La Circonférence paffe né- Fig.24. &
ceflairement par le Sommet du Triangle, puif- 25.
que 'Angle du Sommet eft droit, & que I'Hy-
pothénu?e eft Diamétre de ce demi-Cercle.

" Cette pofition du demi-Cercle de I'Hypo-
thénufe a fait remarquer 3 un ancien Géométre
une fingularité peu utile en elle-méme, mais
néanmoins affez curieufe. Car le grand demi-
Cercle empiéte dans I'intérieur des deux petits,

& doit avoir en commun avec chacun d’'eux
une portion d’efpace. Ce font les deux Segmens
marqués en noir dans la Figure.

Le grand demi-Cercle eft égal aux deux pe-
tits pris enfemble. Donc fi de part & dautre on
éte les Segmens noirs communs au grand & aux
petits demi-Cercles, le refte du grand fera égal
au refte des petits. Or, ce qui refte du grand
apres le retranchement des Segmens noirs, c'eft
Ia Surface méme du Triangle rectangle : & ce
qui refte des petits , ce font deux petites Lunes
en Croiffant terminées en dehors par la Circon-
férence des petits demi-Cercles; & en-dedans,
par les parties.de la Circonférence du grand
demi-Cercle. Donc les deux Lunules pri(gs en-
femble ont une Surface égale 2 celle du Trian-
gle re@angle : & comme nous fuppofons le
Triangle ifocelle, & par conféquent les deux
Lunules égales, chacune d’elles eft ¢gale 2 la
mojti¢ du Triangle reQangle.

Cuar. II,

III. PART,
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s [| £ft facile , comme Pon fgait , d'avoir exac-
Liv. 4. tement la Surface du Triangle & de fa moitié.
IH. 83T, Qg apra done par ce moyen la Quadrature de
UL PaR%. chagne Lunnle, (ans qu'on puifle pour cela par-
Gasar. I yonis 3 1a reQification des deux Courbes qui la
~ texmainent, Qui fe fecoir artrendu 2 cette conclu-
fion, qui cependant eft trés-certaine? On ne
pent trouysr exactement la Quadrature du
Cerele , ni de fes Seeurs, ni de fes Segmens;
& l'on tronve la Quadrature d'une portion de
Cercle terminée par des Arcs de Cercles diffé-

Imo ’

9. IL ne nous refle plus, pour achever ce qui con-
Parfaite cerne los proprideés du Triangleve@angle , qu'a
Quadrato- expliquer le grand ulage de la Perpendiculaire
1 des f:: CD abaiflée du Sommet du Triangle reGangle
. % fur I'Hypothénule. Nous avons montré que
Fig. 19. cette Perpendiculaire éroic Moyenne propor-
tionnelle entre les deux parties de 'Hypothé-
nufe coupée ay Point D, :
Cetre découverte nous donne la Quadrature

parfaite des Figures planes: ce qui peut fouvent
Voyez lc étre tres-utile. Rappellons-nous la méthode
Traité dc que nous avons donnée pour réduire au Rec-
la Plani- gangle quelque Figure plane que ce foit. Il ne
méuic. . gagir que d'avoir les deux Produifans de cette
Figure; parcequ’en joignant ces déux Produi-
fans par leurs extrémités, en forte qu'ils faffent
un ‘Angle droit, nous avons la Bafe & le Coté

du Reétangle égale 2 la Figure donnée. |
Cette réduction eft trés-fufhfante pour me-
furer exatement Pefpace renfermé dans toute

~
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Figure plane. Majs on poutroit défirer de la S
réduire au Quarr¢ parfair, au lieu du fimple Liv. IL
. Reéangle, Le Quarré eft dune extréme com- I?' ;‘"’
modité , comme nous I'avons obfervé plus d’une é:l'u‘;':‘
fois , parceque fa Racine fait connoitre laFigure )
entiere : au lieu que pous connoitre un Regau:x-
gle, il fay avoir également égard 2 faBafe &
a fa Hauteur. Auffi pour avoir le Rapport des
Figures femblables, on fe fert des Quarrés conf
truits fur les Coeés & fur les Lignes femblable-
ment tirées , par préférence aux autres Polygé-
nes réguliers que I'on pourroit employer, com-
me on I'a vii ci-deffus.
Or, pour trouves Je Quarré égal A quelque
Figure plane que ce foit, il ne s'agiroit que
d’avoir une Moyenne propertionnelle entre fes
deux Produifans, Cat,-felon la propriéeé effene
tielle de la Propostian continue, le produic du
Moyen propartionnel multiplié par lui-méme,
gni ne peut étre quun Quarré, eft égal au pro-
uit des deux Extrémes. Or, la P endicuﬁre
CD abaiflée du Sommet du Triangle retangle,
donne cetre Ligne moyenne que nous cher-
chons. :
Suppefans donc que je veuille avoir unQuar-  Fig. 26.
ré ég‘;fé un Reéangle quelcanque, ( je prends
le ReGtangle, parceque toutes les autres Figu-
res s’y réduifent )il eft évident que la Ligne
moyenpe enire Ja Bafe & la Hauteur, feroit
Racine dy Quarré que I'on cherche.
_ Pour trouver cette Ligne, je ferai une feule Fig. 27
Ligne droite des deux Produifans de mon Pa-
rallélogramme, & cette grande Ligns fera 'Hy«
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pothénufe du Triangle retangle que je ‘dois
conftruire. Il faudra que la Perpendiculaire que
j'éleverai fur le Point D, jon&ion des deux Pro-
duifans, fe termine au Sommet C du Triangle.
Mais comme je ne fcais pas encore quelle Fera
la longueur de cette Ligne, je fuis dans 'em-
barras oul placer ce Point qui doit étre le Som-
met de I'Angle droit. Jen fors cependant, en
me rappellant que tous les Triangles reGtangles
que l'on peut former 2 l'infini fur 'Hypothénufe
AB, ont néceflairement leur Sommet dans la
Circonférence du demi-Cercle, dont 'Hypo-
thénufe feroit le Diamétre.

- «Ainfi, du milieu de cette Hypothénufe pris
pour Centre , je décris un demi-Cercle. Enfuite
dlevaht une Perpendiculaire fur le Point D, je
la termine 2 la Circonférence, dans laquelle le
Point rencontré fera le Point C que je cherche.
Car fi de ce Point, je tire deux Lignes droites
aux extrémités de la Ligne totale AB, I’Angle
compris entre ces deux Lignes fera droit ; puif-
qu’il s'appuye fur un Diamétre. J'ai donc par ce

. moyen la Perpendiculaire CD moyenne pro- -

portionnelle entre les deux parties de 'Hypo-
thénufe, c’eft-2-dire, entre les deux Produifans
du Recangle. Donc le Quarté de cette Ligne
eft égal an ReGtangle donné,
On voit par-I2 que cette propriété du Trian-
fle reGtangle devient propriéte du Cercle, par
e rapport intime qui fe trouve entre le-demi-
Cercle & le Triangle reangle : & cette obfer-
vation facilite extrémement la parfaite Quadra-
ture des Figures planes, En effet, il ne sagic qcllx:
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de trouver la Moyenne proportionnelle entre
bes deux Produifans d’'une Figure. Des deux

roduifans , faites une feule Ligne droite. Du
milieu de la Ligne totale prife pour Diamétre,
~ décrivez une demi- Circonférence de Cercle.
Sur le Point o les deux Lignes produifantes fe
joignent , élevez une Perpendiculaire terminée
a la Circonférence : vous avez la Moyenne pro-
portionnelle , fans vous embarraffer du Trian-
gle retangle dont les deux Cotés CA, CB ne
peuvent vous étre daucune utilité. dans cette
occafion.

Nous avons vi dans le Traité des Propor-
tions, qu'il étoit rare qu'on piit trouver en nom-.
bre le (%\'onen proportionnel entre deux nom-
bres donnés, parcequ’il faudroir pour cela que
le Reftangle formé par les deux nombres extré-
mes de la Proportion continue fiit un nombre

[ it o
ety

Liv. 1L
II1. SeCT.
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quarré, dont la Racine’ feroit le Moyen pro-- -

portionnel. Mais nous avons ajouté que‘ce qui’
fe trouvoit rarement en nombre, {e trouve tou=

jours en Ligne. Ce que nous venons d’établir -

en eft la preuve. .
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LIVRE TROISIEME.
LES SOLIDES.

Ans le premier Livre de cet Ouvrage,
D nous avons confidéré laLigne, expreflion
de la Longueur. Nous en avons diftin-
gué les elpéces par les divers mouvemens du
Point élémentaire. Nous avons examiné les
combinaifons refpe@ives de ces Lignes; les ma-
nieres dont elles peuvent fe rencontrer, fe tou-
cher, fe couper; les Angles qu'elles forment par
leur union; f; nature & la mefure de ces Angles.
Les Lignes connues nous ont donn¢ le moyen
de conftruire les Figures planes par la réunion
des deux premieres Dimenfions de I'Etendue.
Nous avons confidéré¢ les Surfaces par leur con-
tour, par leurs Angles, par leurs Cotés. Nous
avons mefuré I'efpace quelles renferment; &
nous avons appergu les rapports qu'elles ont
entre elles.
1l s'agit maintenant de nous élever 2 la con-
noiflance des Solides, c’eft-a-dire, de 'Etendue

.
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complette qui comprend les trois Dimenfions, g
Ce n'eft que par abftraction que nous les avons Lav. IIL
feparées ?es unes des autres: Réuniffons- les, '
comme _elles font néceflairement unies dans
quelque portion d'étendue que ce foir.
Pour nous guider , reprenons la confidétation
de cette premiere Figure dontla fim licit¢ nous
a Baru propre 2 fixer nos idées fur la nature &
Ia compofition de 'l'Etendue. Dans Ié Cube Fig. 1.
ABCD, le Point A premier Elément, par fon
- souvement dans la méme Direion, forme la-
Ligne AB. Cette Ligne eft donc un compof de
Points de la méme nature que A.
‘La Ligne AB mue parallelement 3 elle-néme, .
& tracant par fon Point A une Ligne AC égal;
¥ AB, & perpendiculairé fur ell}, forme une
Surface quarrée, queT'on peut concevoir com+’
- 1rre un- amias- dautant-de Lignes AB qu'il y ade!
Poinss-das AC; ou’ ce qui eftla méme Chofe !
- dautant d¢°Lignes' AC qu’il y a de Poines dans*
AB: Car dans 1é mouvenent delaLigne AB furt
AC ou de AC-fir AB, thacun des Points dont.
efles fonc comipofes, trace une Ligne de<mé-
e nature. Ou biek; pour réimir les deux idées’
enfemble, nous concevrons: le Quarré ABC:
comme couvert de Quarrés A infiniment petits,
fe touchant fans aucun - intervalle, également
fopresX compofer les Lignes AB& AC, & dont.
f'c nombre el égal au- nombre des Poines de la-
Ligne AB multipli¢ par lui-méme, ou ce qui
revient aw'méme, par le nombre des Points de
Prenant enfuite’ la- Surfacé ABC troifiéme
- Y
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' Elément , & la faifant mouvoir parallelement 3
Ley. 1IL elle-méme le long d'une Ligne AD égale 2 la
Ligne AB ou AC, & perpendiculaire fur I'une
& fur Lautre, le Cube eft formé, & compofé
d’autant_de tranches quarrées ABC quil y ade
Points dans AD, ou bien, d’autant de Lignes
AD qu'il y a de Points dans le Quarr¢ ABCj;ou
bien enfin, de Cubes A infiniment petits, utis-
. fans intervalle, & dont le nombre eft égal au
nombre de Points contenus dans le Quarré .

ABC multiplié par le nombre des Points de la
Ligne AD, c’eﬁ-z‘;—dire, ¢gal au nombre des
" Points de la Ligne AB élevé 2 la trosfieme pusf-

ance. :
g 11 faut obferver ici que le mouvement du
Quarté. ABCgforme cinq neuvelles Surfaces
quarrées, lefquelles avec la premiere environs
nent le Cube & le bornent de toutes parts. Car
dansle mouvement du Quarré ABC, les Lignes
AB, AC & leurs deux oppofées paralleles fore
ment chacune un Quarré; & la Strface ABC
Eatvenue au Point D, termine le Cube par ens
1aut, comme elle le termine par en-bas. Il eft
clair que ce total de Surfaces environnantes
feut étre confidéré indépendamment de la fo-
idité du Cube. Cleft comme une efpéce de
boéte cubique infiniment mince, que 'on fup-
poferoit abfolument vuide, ou dont on mefu..
reroit I'étendue , fans s'embarraffer de ce dont
elle eft remplie. . ' o

. Quoique les auntres Solides n’ayent ni la fim~
plicité ni l'uniformité du Cube, il eft cependane
wmanifefte que ce que nous venens de dire fur
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ectre Figure, convient 2 toutes les autres dans smm—
une cerraine geénéralité. Toutes font coippofEes Lrv. HA
de Tranches infiniment minces, égales owiné-
gales, pof€es les unes fur les autres fans inter-
valle. Toutes peuvent étre‘confidérées comme
un faifceau de Lignes égales ou inégales en lon-
gueur, appuyées perpendiculairement oif obli-
'?uement ur une Surface quelconque qui-leur

ert de Bale.Touates peuvent étre congués comme
“un amas de Poirits cubiques ou non- cubiques’,
¢égaux ou inégaux.. Toutes enfin fonr terminées
‘par une multitude plus ou meins grande de
Surfaces, perpendiculaires ou obliques fur celle
qui leur lgrt deBale, & dont la réunion fait
cette efpéce de boéte dont la forme peut varier
2 linfini, & dans laquelle eft renfermée ume
portion d’étendue folide.

Tout cela nous montre entre les Solides &
les Surfaces une analogie ftappante & des Rap-
“ports de reflemblance-& de diffemblance , qu'ik

e fteres-utile de remarquer.

Tous les Solides font renfermés par des Sur--
*faces unies ou courbées, comme les Surfaces le:
font par- des Lignes droites ou courbes:

Les- Lignes-qui compofentle Périmétre dune-
‘Surface formenm des Angles planss & les Sur-
faces qui bornent un Solide; forment des An--
‘gles folides.. Pour former les premiers, il ne-
‘faut que deux Lignes qui fe rencontrent en un

Point ; pour les feconds, il faut au-moins- trois
‘ An%&les plans dont les pointes fe réuniffent-en un
feul Sommet. :
Légalité des Cotés- 8 des Angles conftitue la-
Y iij
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g réoularité d'un Polygone : Iégalité des Surfaces
Liv. lIl. environnantes & des Angles du Solide le ren-
dent régulier. _
~ Les Cbtés du Polygone font perpendiculaires
.ou obliques fur leur Bafe, & les Lignes oppo-
fées font paralleles ou non paralleles. 1I en eft
de. méme du Solide : fes Surfaces environnantes
font ?luelquefois pofées perpendiculairement
Aur celle qui leur fert de Bafg, & quelquefois
obliquement ; & les Surfaces oppofées font quel-
quefois paralleles, & quelquefois ne le font pas. .
En comparant l'intérieur des Surfaces avec
‘Pintérieur des Solides ; nous y trouverons la
améme analogie. d .
. La Hauteur d’un Plan fe'mefure par unge
Ligne perpendiculaire abaiflée du Point le plus
élevé, fur la Bafe, prolongée s'il en eft befoin :
‘& la Hauteur d'un Solide eft auffi mefurée par -
une femblaple Ligne. ~. _
On congoit la Surface comme couverte par
une multitude de Lignes paralleles 2 la Bafe,
.égales ou inégalesa cette Bafe. On doit conce-
voir de méme que le Solide eft formé parun
amas de Tranches pofées les unes fur les autres;
foit que ces Tranches foient égales 2 celle qui
fert de Bafe, foit qu’elles aillent ¢n augmentant
.ou en dimjnuant, - o I
. On_peut encore confidérer. I'efpace contenu
.dans une Figure -plane, comme yn.amas de
Points quarés afiniment petits ;' oide Points

dune autre forme que Uon trouve moysa de |

réduire A des Points quarrés : on peut de mé-
me confidérer I'efpace folide: comme un amas
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de Points cubiques infiniment petits, ou de Smtma
Points d’une autre forme que l'on trouvera .Liv. I3.
moyen de réduite & des Points cubiques. '

Ce parallele nous fait fentir que I¢s principes
qui nous ont conduits 2 |z connoiflgnce des Po-
lygdnes ou Figures planes, nous dirigeront éga-
lemegt dans 'examen que nous allons faire des
* Polyédres ou Figures folides ; & qu'il ne sagit
que d’en faire Papplication. Pour y procédex
avec ordre, nous diviferons ¢e troifiéme Livre
en quatre Sections.

’

Dansla ptemiere, qui fera comme une efpéce
d’introduétion , on confidérera I'élévation des
Lignes fur les Plans, & des Plans fur d’autres
Plans : la formation & la nature des Angles fo~
‘liides. Enfin, l¢s différentes efpéces de Polyé-

res. : : '
ans la feconde Se@ion’, I'on examinera la
Surface extérieure des Sofides ; & I'on parvien=
dra 2 la mefurer exatement. - 5

Dans la troifiémé , on mefurera Fefpace coms
- pris dans les Figures folides.. 1

Enfin, 'on verra dans la quatriéme Setion;,.
les rapports que ces Figures ont entreelles, &
les propriérés des Figures femblables. '

* Ce mor, tiré du Grec, fignifie Figure d plufieurs.
Faces ou Bafes, comme Polygéne fignifie Figure a plu-

fieurs Angles. Polygéne eft un terme affe@té aux Figu~
. res planes ; & Polyédre , aux Figures folides.

S

Yiv
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PREMIERE SECTION.

Introduititn 4 la connoiffance des Solides.

S——

CHAPITRE PREMIER.
Elévation des Lignes fur un Plan.

Ne Ligne eft perpendiculaire fur une Li-

gne, lorfqu'elle ne panche pas plus dun
cbté que de l'autre,, & que de chaque coté elle
forme un Angle droit : une Ligne au contraire
eft oblique, %orfqu’elle panche plus dun c6té
que de ?’autre » & qu'elle forme fur 'Horizon-
rale deux Angles inégaux, dont I'un eft obtus
& lautre aigu. - - :
. Les Lignes ¢tant confidérées fans Largeur,
lorfqu'il ne s'agit que de leur pofition, on ne
feut ayoir égard qu'aux deux Cotés A & B de
THorizontale, pour juger fi la Ligne tombante
eft oblique ou perpendiculaire. Mais i 'Hori-
zontale devenoit un Plan.d’une Largeur affigna-
ble, il eft évident qu'il ne fufliroit pas pour établir
laPerpendicularité de la Ligne tombante , dé lui
voir tormer des Angles droits fur une Ligne
tracée fur le Plan: il faudroit encore qu'elle ne
panchit vers aucun cotédé ce Plan. Lamoindre
inclinaifon d’un c6té détermineroit I'Obliquité .

de la Ligne. -




INTRODUCTION AUX SOLIDES. 345
Par conféquent, i du Point ox la Ligne tom- =mmmtey
bante rencontre le Plan, on décrit un Cercle 4 Liv. IIL
quelque onverture de Compas que ce [ost , chaque 1. SECT.
Point de la Ligne fera également éloigné de tous ?.{M;_‘ I&
les Points de la Circonference du Cercle, fi la 3_13' ’
Ligne eft perpendiculasre : ce fera le contraire,
Jiclle eft.oblique.s L o :
- De méme, ff du Point o la Ligne tombante Fig. 4.
rvencontre le Plan , [on tive des Lignes drostes de
tous les Cosés, la tombante formera des Angles
droits fur toutes ces Lignes, fi elle eft perpendi-
culaive ; mass [ elle eft oblique , elle formera des Fig. 3.
Angles inégaux, dont les jeux oppofés vandront -
denx droits. - - T
- Mais il faur remarquer que dans le cas d
I'Obliquité de la Ligne fur le Plan, cette Ligne
pe laiffera pas d'étre perpendiculaire fur une
- Ligne unique comme EF, laquelle paffe par le
" Point de Contingence'C. Car ; en fuppofant que Fig. 3. -
la Tombante panche dire&ement fur le Raion
- BC, & s'dlpigne dire¢tement du Raion CH dans
le prolongement de BC, elle ne doit point étre -
inclinée fur un Diamétre EF iui couperoit 2 An-
gles droits le Diamétre BH. &
- Mais la Perpendicularité¢ de la Tombante AC
fur une feule Ligne EF tracée fur le Plan, n'em-
porte point fa Perpendicularité fur le Plan mé-
e parceque le Plan n’eft pas plus dérerminé
par une feule Ligre, ?ue laLigne ne I'eft par un
feul Point. Cette raifon demande quelque dé-
veloppement. ° o . :
. Tant que le Point A eft en repos, on ne peut
dire quelle Ligne ] formera par fon mouvement.
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Fig. 3.

A moins quon ae démrmine quelle enr
fera la DireGion. Car le Point A peut étre md
vers une infinité de cdtés différens. Donc il faur
deux Points pour déterminer une Ligne droite.

. De méme, lorfquune Ligne droite EF-eften

repos, on ne peut dire quel Plan elle tracera
par fon mouvement , 3 moinsequw’on ne déter-.
mine quelle én fera la Dire@ion; car elle-peut
érre mide aufli vers.une infiniré de cotés ng -
rens ; & pat conféquent elle peut étre commune
Aune ingnité de Plans poflibles. Donc pour dé-
terminer le Plan particulier que: cette Ligne
formera par fon mouvement , il faut un troifié-
me Point vers lequel fa marche foit dirigée. -
o Ainfi, denc Points ne fuffifent pas pour dé-
terminer un Plan : il ex faut ‘an moins tross ; mats
trows fuffifent , pourvu qu'ils ne foient pas rangés
en Ligne droste. - .

Par conféquent, wne Ligne eff perpendiculasre
Jurun Plan , lorfane tous fes Points fint également
dloignés de dewx Points G , H également diftans
du Peint de Contingence C, pourva que ces trois
Points G, H, C ne foient pas rangés en Ligne
droste ; ou, ce quitevient au méme, #me Ligne
eft' perpendiculasre fur un Plan , lorfqw'elle forme
des. Angles droits avec dewx Lignes tivées du
Poinn de Contingence C, felon deux Divellions
difféventes. Mass elic ne peut ésre qu oblique , lorf>
qwielde ne forme des Angles droits que fur une feute
des Lignes du Plan qus paffent par le Point de
Contingence. ‘ . :

. La Perpendicularité n’a pas beloin de mefu-
re, parcequielle weft pas fufgeptible de plus &
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-fle moins. Mais on en a beloin paur I’Dbliquig,g_
parceque I'Obliquité peut croitre ou décratrie .Liv. Il
a l'infini. ' I . hfecd
Lorfque Ion cherche lincliogifond'upe Lighe *S54%- 1.
fur un Plan, on entend toujouts la plus grande Fig. 3«
.quelle y puifle avoir. Par exemple, la Li
C perpendiculaire fur le feul Diamétre EF; eft
oblique fur tous les augres Raions tirés du Point
C 2 la demi-Circonférence ECBF. Mais il .¢ft
évident que la Ligne AC qui forme des Angles
aigus fur tous les autres Raions de cette demi-
Circonférence, fera d’autant plus oblique fyr
eux qu'ils feront plus éloignés du Diamétre EF.
Par conféquent, la plus grande inclinaifon de la
Ligne AC fera fur le Raion CB egalement éoj-
gné de E & de F. -
Pour gouver tout d’'un coup ce Raion, du Fig. 6.
Point A de I'Oblique tombante, il faut abaiffer
‘une. Perpendiculaire AB fur. le Plan : la Ligne
CB ?ui joindra les Points C & B de la Perpen-
diculaire & de I'Oblique, fera de toutes les Li-
gnes , qui peuvent étre. tirées du Point C fur le
-Plan, eclle-fir qui 'Oblique AC aura la plus
grande inclinaifon. Cette Ligne CB eft appellée
:P'fgéﬂibn. de lQblique.. . N
'es principes établis, il eft ail¢ d'appliquer
.anx Lignes devees fur des Plans, tout ce qu'on
-adic dans le premier Livre fur les-Lignes éle-

Y

vées fur des Lignes. °

‘ .I. . . .
-" D’un Point pris fur un Plan on ne pewt élever Fig. 4.
qu'xne feule Ligne perpendiculasre; & lon ne
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e 1,yi; ¢12 abaiffer quune dun Point pris hors de

Lyv. III,

1. SBcT.

) P "no .
- Si d'un Point bors du Plan , on abas(fe plufienrs

Crar. L Lignes, la Perpondiculasre [era la plus courte :

m‘o' 7

¥ig. 8.

Fig. 9.

| rig- 10,

les également obliques feroms égales; & la plus
eblique [era la plus longue.. .
. On perdroit fon tems A démontrer de nou-
“veau des conféquences § claires. J'en dis autant
.de la pliipart des fuivantes.
. P

Si desx Lignes on un /71;« grand nombre [int
perpendiculaires furun Plan elles font paralleles
‘entre elles. . T :

Car les deux Perpendiculaires fur un Plan le
“font néceffairement fur la Ligne CD- qui joint
leurs Points de Contingence fur le Plan. Qr deux
‘Perpendiculaires fur une Ligne fontparalleles
‘entre elles. .

Par la méme taifon ,denx également inclinées
" fuur un Plan & du méme fens, [ont anfi paralleles.

4 3-

Si-une Ligne qi traverfé le Plan eff perpendi-
ealaire en-deffus , elle Ceft auffi-en-deffous.

Et de méme, fi elle-¢ft oblique, elle le fera .
-en-de(fous comme en-deffus , avec cette différence
néanmoins , que I'Obliquité change de coté,
-comme il arrive aux Lignes qui travetfent obli-
quement une autre Ligne. C

4
Si deux Plans font ‘paralleles, & que de Iu

-on tire deux Lignés fur lautre; la premie-

1e, perpendiculaire; & la feconde , pblique.
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Celle qui cff perpendiculasre fur un Plan [ef} sty
auffi fur le Plan parallele ; & celle qus eft obli- Liv. HI<
que [ur Fun Left également fur Lantre en fens ESBCT- !

different ; & les Angles alternes font éganx , &c.

Les Perpendiculares tirées entre Plans paral-

beles font égales , ainfi que les également inclinées.
« Dol il fuit, que dewx Plans. font paralleles ,
borfque la Ligne ire entre eux ctant perpends-
culaire fur Lun., Left anffi fur Lantre; ou lorf-
quétant inclinée [ur Lun, elle a fur Pawtre la
méme inclinaifon. .

~ On jugera encore que desx Plans fint pa-
valleles , lor[que trois Points de Fun font gale-

ment diftans de thois Points de Fautre ; pourvs.

néanmoins que “ces tross Points ne fosent poing
rangés en Ligne droste, mais en forme de Trian-
gle égal & femblable. Cette reftriGtion eft effens

tielle; car deux Lignes tracées fur deux Plans.

non paralleles, pourroient I'étre enrre elles;

parceque, comme on I'a dit, une feule Ligne

ne détermine pas le Plan:

HAP. L

Fig. 11,

Enfin, deux Plans étantparalleles ,ils ne Saps -

ocheront jamass Lun de Laurre , fuffent-ils pro<
bongés a Linfins.
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" CHAPITRE IL
" RENCONTRE DES PLANS.

- ‘Oifque deux Lignes fe rencontrent ou fg
' ent, elles ont un Point de commun,
lequeb appartient également aux deux Lignes.

Fig.12.& :.Par:la méme raifon; lorfqu'un Plan rencon-

13.

tre ou coupe unautre Plan, il doit y avoir une-

"* Ligne AB; qui appartieane également aux deux

Plans, . Cette Ligne eft-appellée leur commune
.“‘ﬂ'mw'bfd' ‘
~ & Plan cft pexpendicnlaire , lor(qw'il ne pan-:
ohe.pas plus & :£¢ rcpo‘tl que de I’ amz’.‘/icr le ;M
berszomal. 1l efbaifé de déterminer par-13 ce qui
lecreridroit oblique. ‘

; Pour juger de-la Perpendicularité on -dwt
l'®bliquité d'wa: Plan: fur: un autre Plan; il fave
examiner quel Angle ils:forment par feuruniom:
Pour. celd {ur e Plan ¥ foic tirde une Ligne BC

pendiculzire fur la- commune Seftion, & far

. le Plan X une Ligne DC auffi perpendiculaire:

fur la méme commune Sellion, & fe joignant
toutes les depx au Point C. Si FAngle ECD eft
droit ¢ les Rlans font perpendiculaires : s'il eft
aigu ou obtus, les Plans font obliques. Car le
Plan Y eft un compofé de Lignes paralleles 2
EC; & le Plan X, de paralleles 3 DC. Donc
toutes les Lignes corté(?ondantes dans les deux
Plans, forment des Angles égaux 3 ' Angle ECD,
quel quil foit,
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Nous voyons par-13, que 'Angle fosmé par |a ===
. -zencontre de deux Plans, n'eft pas une nouvelle Liv. HL
efpéce d’Angle difiérente de 'Angle lintaire, L Smért
comme on pourroit d’abord fe I'imaginer.. Ce %?“; L.
nouvel Angle prétendu n'eft dans le fond quun ~ & "#*
amas d'une infinité d'Angles linaires exacte~
ment pofés les uns 2 coté des autres, & dont les
Sommets contigus forment la Ligne droite,
appellée la commune Seltion , pendant la
Somme de leurs Cotés forme les deux P
Lerfguw'un Plap traverfe wn antre Plan, (s Fig. 15
partie infévienre eff perpendsculaire en-deffoss ,
Ji la fuperiewre eft perpendsculaire en-deffus : &
F la fupéricure eft obligue , Linfevienre awra la
méme ObIZqz,ita' envdeffous , mass dis caré oppef.
- MAyant desx Plans parallcles , fi wn trosfséme Fig. 16.&
perpendscnlasre fur Lun , il le [era-anffi fuz 37
Cantre ; & S5l eft obligne fur Pun , il le féra éga-
bement fur Lantre , mais on [ons comiasvee .
.. Par conféquent, demx Plans. fant pavaitslos,
borfip'sls. pewvent éure coues par wa sroifidme
Play. perpendicwaire ox ¢gmiement: oblique. fip
b %l'qnm-: o C
Deux Lignes perFendiculaites,ou dgalemene Fig. 18.
abliques en méme: fens fux un Plgn, font néoef
fairement paralleles. Mais dewx Pians perpendse
culaires., ou égafement. obligues. fin w trosfieme
Rigp., pexwens ne pas ére. paradieles, pouvant
sapprocher, fe rencontrer & fe couper. Car’
les Plans. tombant fur un troifidme , peuvenyne - - *
pas conferver le - méme éloignement; que’ kes
deux psemieres Lignes: par lefquelles: ils coms
mencant Les- Lignes fuivantes font iparalicipsl

....... 2
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smsmemmms entre elles, quoique moins éloignées que les -
Liv. Il deux premieres; & ceft parcequ'elles fe ra

é SAB:TiI prochent, que les Plans n’ont pas de Parallélif
CHAP. 1. me.

Je me contente d'énoncer ces vérités fans les
démontrer rigoureufement , parcequ’elles font
* affez claires par elles-mémes. Mais il eft a pro-
pos d'approfondir davantage ce que nous avons
dit en deux mots au commencement de ce Cha-
pitre fur la commune Seétion de deux Plans qui
{e coupent. 1l eft évident que'fi la coupe eft per-
pendiculaire , la commune Se&ion ne peut étre
w'une feule & unique Ligne droite. Mais fi
l'interfettion eft oblique, les Plans ne fe cou-

pent-ils que dans une feule Ligne?
Je fgais qu'un Plan eft déterminé par deux
.- Lignes, comme une Ligne I'eft par deux Points.
11 eft certain que deux Plans qui auroient deux
Lignes entieres communes , feroient confondus
Lun avec l'autre , pour ne faire qu'un feul & uni-
que Plan. Mais s’enfRit-il qu'ils ne puiffent avoir
en commun la valeur de plus d’une Ligne, &
fe couper dans la Largeur de plufieurs Lignes

" © contigues?

- 11 eft clair qu'il faut raifonner fur la Se&ion
des Plans, comme fur la Section des Lignes; car-
les Plans ne font qu’une fuite de Lignes' paral--
leles & contigues, & leur commune Section-
n'eftqu'une fuite d'interfeGtionsde Lignes. Donc:
W.1a Fig. ge qui eft vrai*d’une Ligne , eft vrai de toutes.
b+ de 1a I O nous avons. prouvé dans la premiere Partie
'Pourhdclf de Se&i . :
11 Se&. du 9€ la feconde Section du fecond Livte, que les
IL Livie, Ligues qui fe coupent obliquement, iécoum‘
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dans la valeur de plus d'un Point. On-peut re-
voir, fi 'on veut, la ijure dont on s'eft fervi
pour développer cette vérité. Aux Lignes, fub-
ftituez des Plans: la conclufion fera la méme.

11 eft inutile de s'étendre davantage fur une
matiere déja fuffilamment expliquée. Mais il ne
I'eft pas de remarquer , que fi la Géomérrie n’en-

[ ee————
Liv. III,
1. SEcT.

Cuapr. 11,

vifage ordinairement dans le Plan que les Di- .

menfions de Longueur & de Largeur, elle n'en
exclut en aucune forte la Profondeur ou IEpaif-
feur. Tous fes principes vont au contraire 2 éta-
blir que les Figures planes confidérées comme
des parties intégrantes de I'Etendue, doivent
néceflairement en avoir la troifiéme Dimen-

fion; fans quoi leur multitude ne pourroit jamais -

produire un Solide. D'un autre c6té, les Surfa-
ces ne feroient point Elément du Solide, fi leur
épaiffeur éroit d'une grandeur affignable : toute
Surface feroit dés-lors un Solide tout formé.
Leur épaiffeur doit donc étre telle, qu'il en
faille une infinité pofées les unes fur les autres
fans intervalle, pour faire le Solide le moi

profond. Donc l'’épaiffeur d'une Surface géom

_trique doit étre infiniment mince , de méme que

la Largeur d'une Ligne & la Longueur dun -

Point font infiniment petites.

@@
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Lav. IIL

e CHAPITRE IIL
" Formation des Angles Jolides.

Ous connoiflons 'Angle-plan ou linéaire
formé par l'ouverture de deux Lignes, &
renfermant un efpace déterminé. par la pofition
des jambes dé I'Angle , mais indéfini du coré
de !z Bafe qui n’exifte pas, & qu'on peut appro-
cher ou éloigner du Sommet 2 'infini , fans que
PAngle change de nature.
Fig..19, - Mais ' Asugle folide eft formé par la resmcensre
2021y 22. de plufienrs Angles-plans qui [¢joignent exacle-
‘ment par leurs'cotés, & qus réunifjent lewrs Som-
‘mets en un [enl Point A, lequel eft le Sommet
'de [ Angle [olsde. :
L’Angle {olide contient donc-un efpace ter-

‘miné de tous cGtés par les Anglés-plans , mals
4ndéfini du coré de ra Bafe qu'on peut-appro-

“cher ou Hoigner du Sommet 2 l’i'nEni. :
Ainfi, les Angles-plans font 2 I'Angle folide
qu'ils forment par leur réunion, ce que les Li-
‘gtres qui fe réfcontrent enun Point,font A FAn-
gle-plan. Mais deux Lignes fuffifent tellement
pour former ce dernier Angle, quune troifié-
me Ligne en formeroit un nouveau : au lieu
qu’il faut au moins wrois Angles-plans pour for-
Fig. 19, mer un Angle folide. Car fi I'on 'uni(Foit feule-
2L ment deux Angles-plans, il eft évident qua
moins qu'ils ne fuffent couchés I'un fur P'autre,
il y auroir un coté par lequel ils ne fe touche-
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roient pas; & l'intervalle qu'ils laifferoient en- ===

. tre eux, n'étant pas rempli, I'efpace que I'Angle
folide doit: contenir ne feroit pas terminé de
toutes parts. Il faut donc au moins un troifiéme
‘Angle pour achever la cléture, & pour joindre
les deux premiers Anéle&plans.

. "On comprendra aifcment que fi tross Angles
plans forment un Aﬂ‘ih Sfolide , denx de ces An-
gles-plans , pris enfemble , dosvent étre plus grands
gue le trosfséme. Car ces trois Angles-plans peu-
vent étre mefurés par des Lignes droites tirées

3 diftance égale de leur Sommert, lefquelles fe
joignant toutes les trois par leurs extrémités,
formeront un Triangle dont deux ctés pris en-
femble font plus grands que le troifiéme. -

: Mais fi tfois Angles-plans fuffhifent abfolument
pour formet un Angle folide, il peut étre formé

ar quatre, par cing, & méme par une infinité
d’Angles-plans, dont les Sommets fe réuniront
dans un fenl Pojnt.
. L'efpace contenu dans un Angle-plan va tous
jours en ctoiffant depuis le Sommet; & cet
accroiflement eft mefuré par des Lignes droites
tirées parallelement les unes aux autres entre
les cétés de I'Angle. De forte que fi 'on fu
foit ‘ces' c6wés prolongés. 2 l'infini, & tous les
Poiats de ces cotés joints enfemble par des Li-
aralleles, on auroit dans ces Lignes toutes
es Bafes poflibles de I'Angle-plan.

De méme, dans un Angle folide , I'efpace
contenu entre les Angles-plans va toujours en
croiffant depuis le Sommet. Mais pour termineg
cet efpace., il eft évident qw'au lio:; de Lignesil

5

Liv. IIT.
I. Secr.

Csar, III,

Fig. 19,
21,

Fig. 21,

Fig- 20,
22,

Fig. 13,
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s faut des Surfaces ; & que ces Surfaces feront des
Liv. IIl. Polygones d'autant de cérés qu'il y a d’Angles
I. SECT. plans pour former 'Angle folide. De {orte que
Crar-All § Pon fuppofoit ces Angles-plans prolongés 3 -
Pinfini, & terminés par des Polygones paralle-
les tirés A toutes les diftances du Sommet, on
auroit toutes les Bafes poffibles de 'Angle folide.
Fig. 20, Il eft donc manifefte que la quantit¢ d’Angles
21,22.  plans néceflaires pour former un Angle folide,
‘ dépend de la ‘qualité du Polygdne qui peut lui
fervir de Bafe. Si ce Polygone eft-un Ttiat;ik,
& que fur chaque Cété de ce Triangle on deve
obliquement des Angles, dont les jambes s'ap-
prochant, zillent réunir leurs Sommets dansun
Point commun, T'Angle folide qu'ils formeront
fera entouré de trois Angles-plans. 1l en faudra
quatre, fi la Bafe polygonale eft un Quadrilate-
re:cinq, fi la Bafe eft un Pentagéne; & ainfi 2
Finfini,
Fig. 39.  Suppofons maintenant que I'on foit parvenu
7. - 2certe Bale d'une infinité de Cotés, c'eft-2-dire,
que la Bafe de I'Angle folide foit un Cercle , une
Ellypfe, &c. il eft évident qu'il faudra une in-
finit¢ d’Angles-plans pour former I'Angle folide
€levé fur une pireille Bafe. Et comme toutes
Ies Bafes poffibles de cet Angle, én' remontant
vers le Sommet, font des Cercles, des Ellypfes,
ou d’autrés Polygdnes courbes femblables a ce-
lui de la Bafe inférieure , [Angle fera arrondi
de routes parts, & les Surfaces infiniment éttoi-
tes dont il fera environné, difparoitront pour
ne préfenter quune feule Surface courbe.
- Lorfque I'on donne une Bafe 2 un Angle foli-
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de, on fait par le bas autant d’Angles folides , ===
que la Bafe polygonale a d'Angles-plans. Car Liv. IIL
chaque Angle de ee Polygone,. fe joignant 2 I. SEct.
deux Angles des Friangles latéraux , dans un CHAP- I
Sommet commun, il en réfulte un-efpace enfer-
mé dans tout forr contour , c’eft-3-direy un.An~
gle folide. : .

D'ou il fuit , que quelque foit le nombre d’An-
ﬂles-plans emp?oyés pour former un Angle fo-
ide, ceux quis fe formerent par la Bale, ne

-feront formés que par trois Angles-plans.

Mais ce qu'l importe encere plus dobferver,
c’eft que,.quelque foir le nombre d’ Anglessplans.
employés A former I'Angle folide ;quelque gran-
deur que I'on fuppofe A chacun d'eux , jamass ils
# auront tous enfemble la valeur de quarre An-
Lles droits. -
- €ar quatre- Angles: droits ; ou- 2 valeur de Fig: 24
quatre Angles droits,. font néceflairement ar-
rangés fur un- Plan autour d’un Point qui leur
fert de Sommet. Si 'on marque un Point fur un
Plan, & que de ce Point 'on tire des Lignes de
tous cotés, tous les Angles formés par ces Li-
gnes-font égaux A quatre doeits.. Le Point cen-
tral ne pourroie devenir Sommet d'un Angle
folide , qu'en s'élevant au-deflus du Plan;. & s'ik
s'éleve, les Angles-plans dont il-eft le Sommes
commun, fe croiferont néceffairemesit- les uns.
fur les autres,-plus ou moins, felon que le Point.
central fera plus ou moins élevé.. i

De méme, fi I'on affaiffe fur un Plan le Som-
met du plus grand AnFle- folide que Fon-puifle*
imaginer, les Angles-plans qui le forment s'¢car-

. iij
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teront néceflairement les uhs des autres poab
sétendre fur le Plan. Or leurs écarténiens for-
metont de nouveaux Angles-plans ,. qui jaints
aux premiers, font égaux 2 quatre droits. Donc
les Angles-plans qui formoient 'Angle folide,
ne montoient pas enfemble 2 la fomme de qua-
tre Angles droits. :

- Un Angle folide peut donc approcher a {in-
fini de la valeur de quatre Angles droits, fans
jamais y parvenir, de méme-qu'un Amgle:flan
peut approcher 2 l'infini de la' valeur de deux
droits fans jamais.y arriver. Un' Angle obtus
égal A deux droits, cefleroit d'étre Angle, &
ne feroit qu'une Ligne droite. De méme , un
Angle folide dont les Angles-plans formateurs
feroient égaux ¥ quatre droits, cefferoit d'étre

~ Angle, & ne feroit qu'un Plan.

- Ce rapport des Angles folides avec les An-
gles-plans donne droit d’appliquer aux premiers
comme aux feconds la célebre divifion des An<
gles, en drosts;, obtus & asgns. .
©- Un.Angle-folide-droit eft celui-qui feroit for-
mé par trois Angles-plans-droits , dont les Som-
mets f{e réuniroient.en un feul Point. Tel eft
FAngle du Cube. Ces trois Angles fe rencon<
trent perpendiculairement par leurs cotés; &
cette Perpendicularité mutuelle dés trois Plans
¢onttitue la Re&itude de I'Angle folide , com-
e la Perpendicularité de deux&;ignes:conﬁitue
la Rectitude de IAngle-plaps: . -
-Par la mémeantlogie, 'Angle lolide fera aig,
letfque les Agngles-plank qui le fogmem feront
au-deflous de'1a valeur de teais Angles droitss
& obtus , s'ils font au-deflus.
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\ :—m
! Liy. TIL

" I. SEcr.

; :CHAPI'.I?‘R,E',IV.: © Cdar. V.,

Les Polyédres divifés dans lears divérfes cfpe’c;e:.'
‘L -faug ap moins trois Ligges pous terminer

.un’ efpace plan, Auffi le Triangle eft-il'le pre--

mier & le plus fimple de tous les Polygdnes. Les
autrep plus compolés ne font diverifics que pat
le nombre de leurs cotés & de leurs Angles. Un
Quadrilatére eft un Polygéne de 4.Cotes & de
. 4 Angles zup;Pentagone 2.5 Angles & 5 Cotés..
Un Cercle.enfin elt up Pelygoys d'ung infinité
de Cotés & d'yue infipité d'Angles. ’

Mais le plus. fimple de tous Jes: l?QIyéfdégsfé; Fig. 11. &
néceffaiseraent quatre Faces: & quatse: Apgles, 36

{olides.. Car fidion fait un Anglefolide ayecarpis
Angles-plans, & qu'on le termine par une Bafe 5,
certe Bafe , qui-ne peut étze qu'nn Triangle pfesa
la quatriéme Face, laquelte avec les:trqis autres
;lx'riaﬁgles%formcrg trois gouveaux Angles (gli-

es. . . el L.y
. Nous avons.vii dans le Chapicre précédenty
que fi ]a-Bafe dun Angle folide étoit un Quas
drilatére, I'Angle. du Somingr [srpif form¢é par
quatre -Angles-plans; & qu'ainfile Polyedre,au-
roit en.gout § Faces & 5 Angles: que fi 13,Balg
¢roit un Pentagéne,, le Poly¢dre awnrpis 6 Faces
& 6 Angles; & ainfi:de fyite. G s

;On pourroit donc exoire. en [¢ contentant
de ce leger rapport, que ces Polyidres.rdpon-
droient parfaitement - fdﬁ\!ﬁ?&:‘;ﬁgi’é‘?ﬁ&'ﬁh

iv

\

Fig. 37«

Fig. 3%
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shitmmemmse Polyodnes , dont les Angles & les Cotés eroif-
Lwv. IIt. fent ?elon I'ordre des nombres.
IS¢t Mais 2 quelle efpéce de Polygdnes rappor-
Caar. IV- terions-nous les Solides , qui partant dune
% ng&:; > Bafe quelconque , confervent tou}ours la méme
' grofleur? Car dans ces Polyédtes I'accroiffement
des Angles eft toujours double de celui des Co-
Fig. 26, tés. Prenons, par exemple , un de ces Polyédres
27.*  dont la Bafe eft un Triangle : cette Figure aura.
Fig. 25. § Faces & 6 Angles. Sila Bafe eftun QiJadrila-
tére, la Figure aura 6 Faces & 8 An& es. Elle
Fig. :8. aura 7 Faces & 10 Angles, filaBafe eft un Pen-
tagbne, & ainfi de fuite. Par o I'on voit que-
dans cette efpéce de Polyédres, I'accroiffement
_ des Faces fuit la Raifon arithmétique §, 6,7,
- 8, &c. & l'accroiflement des Angc{es, une au-
" tre Raifon arithmérique 6, 8, 10, 12, &c.
* Ce n'eft donc que par leurs Bafes, qui font
en effet des Figures planes, que ces deux efpé-
¢es de Polyédres paroiflent répondre 2 tous les
Polygones poflibles.
Je pourrois encore demander, 3 quelle efpéce
~_ de Polygodnes on rapporteroit les Solides en-
** viropnés d'une”multitude de petites Surfaces,
dont aucune ne paroit plus qu'une autre defti-
née 2 fervir de Bafe au tout? Je demanderois
encore, fi les Sphéres ne tiennent pas plus au Cer-
_ ¢le,que les autrés Solides qui ne reffemblent 2 ce
= Polygone que par des Ba?escirculaifes? Mais il
eft inutile de pouffer plus loin ce détail. -1l et
ééitain que la combinaifon de la troifiéme Di-
menfion avec les deux’ pretieres, doit multi-

plier les Figures poffibles. D'od je conclus que
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fi 'on veur fuivre dansladiftribution des Figu-
res folides I'analogie des Figures planes, il faut
prendre les chofes plus en grand, & siélever au-
deffus des petits rapports. - '

Nous avons vid dans le Livre- précédent ,
Set. IL Part. IL. pag. 195. que l'on pouvoit
diftribuer en quatre clafles tous les Polygdnes

poflibles. ~

- La premiere comprend tous ceux qui partant

d'une Bafe quelconque, confervent toujours la
méme Largeur. Telsfont les Paratlélogrammes
tant rectangles qu'inclinés. :

“La feconde clafle comprend les Polygones
qui partant d’'une Bafe quelconque, vont tou-
jours en fe retréceiffant jufqua ce que les Lignes

latérales fe réuniffent en un Point. Tels font 1°.-

les Triangles. 2°. Les Trapézes & tous les Qua-
drilaétes irréguliers qui font des “Triangles
tronqués.

La troifiéme claffe: comprend les Polygdnes
de plus de quatre Cotés. Ce font ceux aufquels
il eft diﬁici(le de déterminer une Bafe; parce-
qu'en les pofant-fur un de ces Cotés, I'efpace va
d’abord en augmentant, & enfuite en diminuant.

 Enfin, Ton nret dans la quatriéme clafle les
Polygones d’une infinité de Cotés, c'eft-2-dire ,
ceux qui font terminés par une feule Ligne cour-
- be, foit circulaire, foit ellyptique, foit d'une

autre forme : mais de tous ces Polygénes, la’

Géométtie ordinaire ne confidére que le Cer-
cde. - .- : e

- Cetre diftribution s'applique admirablement
aux Figures folides, en confervant néanmoins

e D

Liv. IIL
I. Srcr.

CraAPr. IV. -
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——ﬁ carattere eflentiel qui diftingue la Solidité,-
Liv. IL  de la fimple Superficie. -

L SscT.  Car, ou les Solides en partant de lenr Bafe,
Casr. IV- confervent toujours la méme groffeur; & c'elt
% 1a premiere- claffe. ,
Ou bien en partant de la Bafe,, ils vont en di-
minuant jufqu’ finir en un feul Point; & ceftla
fecondg cl ﬂ:.

Ou bien ils vont d'abord enaugmentant , &
enfaite en diminuant; & c’eft la troifiéme clafle.
Ou bien enfin, ils font environnés dune Sur-
face courbe; & c’eft la quatrideme elafle. .
A e&’manuil%eﬂ:e'qu’il n'y a point dc,"S!zlidc
‘on ne puiffe rapporterd qu'ua -de: ces
?;mte che]fJ's. - Nous allons !ﬂsq;ﬂtq:ourit pour’

nous en forier vae idée plus netre.

, §-. 1.
 Premiere claffe “des ifo{}é'dre:.
o ‘LES PRISMES. _

Fig. 25, ON donne le nom de‘)’hfm aux Poiy’ﬁdnes
26, &c. qui s’¢levane fur une Bafeiquslconque, con-:
fervent roujours la méme grofleur, comme le
Paralichogzrammne:conferye la méine lasgeur fus

fa Bafe linddire, - . o o o
- L Avit decette définition,, 1°. que tout Prifme:

a deux Balfes paralleles, 'une fupérieure & Pau-

tre inddrenire’, qui foht des Palygbnes fembla-
Iﬂcs.&égam C o A
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-+ 3% Que les Faces latérales-des Prifimes f%)m« Te———
des Parallélogrammes. Cat les douk Bafes étant Lrv. Y-
paralleles & égales, leurs extremivdd ne peuvent L. Ssoy v
érre jointes que par des Lignes parallieles & éga- C’?"ijw'
kes ‘entre elles.' Les Prifmes ont.donc autantde ™ -
Parélldogrammes environnans qiie chaque Bale
a.de Cotés. - i .oz

* 3% Que le Prifme eft compofé d'une multi~ Fig, 25.
tude de Tranches polygonales. pofées exacte- z6.
ment les unes ‘fur les autres, & parfaiterment
égabes & femblables sux deux Baks.. C'eft-4d ca
qui diftingue: effentiellement le.Prifme de Ia
Pyramide, comme nous l'allons dire au §. fui-
vant. Car dans celle-ci les Trariches pataleles - - -
font bien des Polygénes femblables 2 ]a Bafes Lt
mais ils ne font pas égaux , puifquiils vont tous
jours en diminuant ; jofqu’a ce quiils fe réduifent:
au Point. C :

- :On fe repréfente fans peine le Polygéne que
donne la coupe des Prifmes. Si la-coupe eft pa-
ratlele aux Bages,' elle donnera un Polygoéne égal
&:femblable. ‘Mais une coupe oblique ne peut
damner qu'un Polygone plus allange , quoique
do méme nombre-de Catés. $i-la:coupe eft de
haut en bas, & que les fciffions fe faffent dans:
ddux- Lignes: cortelpondantes deé:la Bafe fupé-
rieure & de l'inférieure, la Sedlofi dditétre un:
Parallogtamme formé par les deux Lignes la-.
t&iF%s.‘, & :par les deuk Lignes: quiscoupent les:
Bafes. . T A T TR

IcLe Prifme eft droit, lorfque 'Axe eft perpén- Higs 253
didulaire fur les doex Bafeszil eftincliné ylorfque 30. ¢
lAxe oft oblique..On appelle Axe du Prifme ,;
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Ligne droite qui joint le Centre des deux-Bas

Liv. HI. fes: & le Coté du Prifme, une Ligne droite
L SEcr. tirée d'un Point pris dans le Périmétre de la
Crar. IV. Bofe fupérieure, au Point correfpondant de

sl ’0

Fig. 29,
30.

Pinférieure : & comme les-deux Bafes font Fatal-
leles, le Coté du Prifme eft toujours égal 2 'Axe.

La Hauteur du Prifme fe mefure par une Per-
pendiculaire tirée d'un Point quélconque de la
Bafe fupérieure, fur l'inférieure , prolongée s'il
en eft befoin. Cette Perpendiculaire eft égale 2
FAxe & au.Cété, file Prifme eft droit; & plus
courte que Yun & l'autre, fi le Prifme eft in-
cliné. ‘

Fig.29& Le Prifie droit a pour Faces latérales des

jo.

Parallé¢logrammes reangles & perpendiculaires
fur la Bafe. Mais s'il eft incliné, une partie des
Faces fera des Rectangles; & lautre partie,
des Parallélogrammes inclinés. Ceft. ce que
Finfpection des Figures éclaircira mieux que
tous les difcours. .

Si les Bafes' d’'un Prifme droit font des Poly-
gones réguliers, les Parallélogrammes environe
nans feront des ReGtangles égaux; & inégaux,
Igiulles Bales du: Prifme font des. Polygdnes irré

1CTS.

- Le Prifme tice fes diverfes dénominationsde
la forme des Polygénes quilui fervent de Bafes.
Si les Bafes font des Triangles, des Quadrilaté-
res, des Pentagones , des Exagones. &c. le Prif~
me fera triangulaire,, quadrilatéral, &c.

Fig.29&  Mais entre-tous ces Prifmes, le -quad‘ril#té’raf

,o'

- - mérite 'une attention particuliere, lorfqu’il &

pour Bafe un Pirallélogramme. Le Prifme alors
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prend le nom de Parallélipipéde. Ce qui fignifie
que non-feulement fes Bafes font des Parallélo- Liv. IIL
grammes égaux , femblables & paralleles; mais I SzcT.
'que des quatre Parallélogrammes envitonnans, 'st‘.'i Iv.
les deux oppofés font auffi paralleles & égaux. :
$i la Bafe du Parallélipipéde droit eft un Rec-
tangle, on pourra dire que le Parallélipipéde Fig. 29.
eft reGangle, & que tous fes Angles folides font
droits, comme étant formés chacun par I'union
de trois Angles-plans-droits, ainfi qu'il a éié
expliqué ci-deflus.
Si la Bafe du Prifime droit eft unquarré, & Fig. 31,
gue la Hauteur foit égale au Cété de laBafe, le
arallélipipéde eft un Cwbe, dont les 6 Faces
font des Quarrés.
- Lorfque le Prifine a pour Bafe un Polygone Fig. 33,
d'une infinité de Cdtés, un Cercle, par exemple, 33
il quitte le nom de Prifme, & prend celuide Cy=
dindre. Or il eft aift d'appliquer au Cylindre
goutes les propriétés effenticlles du Prifme.
1°. Le Cylindre eft environné de Parallélo-
grammes dont }a Largeur eft infiniment petite,
& dont les Bafes font les Cétés infiniment pe-
tits du Polygéne circulaire. _ '
2° On y diftingue encore plus aifément que
‘dans les autres Prifmes un Axe , des Cétés , une
Hauteur perpendiculaire. Il peut dailleurs,
comme les autres Prifmes, étre droit ou incliné.
3° Le Cylindre doit érre compofé d'une infi-
nité de Tranches circulaires parfaitement égales
aux deux Bafes, & pofées les unes fur lesautres
fans intervalle. '
4 Si lon coupe le Cylindre parallélement Fig. 34-
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SEmm— aux Bafes, la Section donnera un Cercle parfai-

Lav. 181

tement dgal; & ce fera un Cercle allongé, Ceft-

L 8ser. 2d.dire, une Ellyple, fi la SeGion n'eft pas pa-
0";"{‘“" rallele. Une Secion du haut en. bas par deux

Cordes correfpondantes dans les Bafes, don-
nera, comme dans les autres Prifmes, un Pa-

. rallélogramme formé par les Cotés du Cylindre,

8 les deux Cordes des-Bafes. Mais fi la SeGion
ne pafloit pas par deux Cordes correfpon-
dantes des Bafes, on auroit une Figure plane,

~ dont deux Cétés oppofés feroient deux Lignes

¥ig. 35.

droites paralleles; & les deux autres, deux Li.
gaes courbes en forme d’Arc ellyptique.

5° On peut concevoir la génération du Cy+
lindre par la rotation d'un Parallélogramme

" retangle, que par cette raifon on appelle g¢-

nératesy.

Soit le Re&angle ABCD. De tous les Points
de AB pris pour 'Axe du Cylindre, fojent tirées
2 tous les Points de CD des Perpendiculsires qui
feront en méme tems paralleles aux Bafes CA,
DB. Qulon faffe enfuite tourder le
autour de 'Axe AB comme fur un Pivot issno-
bile : le Cylindre fera formé par cette révalw
tion: La Surface latérale, par la Ligne CD': les
deux Bafes, parles Raions égaux AC , BD. Enfia
touces les Tranches circulaires dogt le Cylindie
eft compofé, par les Paralleles aux deux Bafes
dont cowx le ReQangle eft bouvere. - .

RN
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s —————

!

§ 11. .
Seconde clyffe des Polyédres.
LES PTRAMIDES.
N Solide, Qui s'élevant fur un Polygéne

- &/ quelconque qui lui fert de Bafe, va toujous &

‘en diminuant, eft appellé Pyramsde. $'il s'éleve
Jufqu'a fe terminer en un feul Point, la Pyra-
anide eft entiere: s'il refte en-deffous, la Pyra-
mide eft zrongude. En la continuant, il feroit aifé
_de lachever. . ‘ ‘ :

- On voit par4a que la Pyramide eft parmi les
Bolides ce que le Triangle eft parmi les Polygd-
aes; & que la Pyramide rromquée répond aux

Trapezes & aux Quadrilatéres irréguliers.

. H eft vrai que-les Triangles ne pewvent avoit
que trois Corés; & qu'au contrsire fe nombre
des Faces de la Pyramide peut varier a Tinfink,
Cela vient de ce que Angle-plan ne peut éue
formé que paridex Lignes; au lieu que ' Angle
folide peut étre forme par un grand moinbre
«d’Angles-plans. A cetre différence prés, la Pyra-
anide tient tellement du Triangle , qu'on pour-
zoic 'appeller un TPriangle folide. Et en efet, @
Lexceprion de la Bafesqui peut €tre un Polygdne
<quelconque , toutes les Faces des Pyramides font
-nédceflairement des Triangles. Car les Corés de
la Bafe polygonale donnent des Bafes linéaires &

vous fes Angles-plans qui forment PAngle folide .

duSommz & ohaque Bale lintaize s jointe aux

Fig. 36. &
v,
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deux Cbtés de 'Angle plan, forme un Trisn-
le.

& Les Pyramides, ainfi que les Prifmes, tirent
leurs noms de la forme du Polygéne qui leur
fert de Bafe. Ainfi,I'on appelle Pyramide trian-
gulaire, celle dont la Bafe eft un Triangle : gus-
drangulasre , celle dont la Bafe eft un Quadrila-
tére: pentagonale , exagonale , &c. celles dont
Ia Baig eft un Pentagéne, un Exagone, &c. En-
fin, on appelle Cine, celle dont la Bafe eft un
Polygéne d'une infinité de Cotés, c'eft-2-dire,
un Cercle, une Ellypfe, &c. Mais de toutes ces
efpéces de Cones, la Géométrie ordinaire ne
confidére que ceux dont la Bafe eft circulaire.

Le Cine, ainli que les autres Pyramides, eft
environné de Triangles. Mais ces Triangles étant
infiniment étroits, ne paroiffent que des Lignes,
dont I'amas femble former une feule & unique
Surface courbe fans Angles, comme la Ligne
circulaire paroitn’étre qu'une feule Ligne, quoi-
quelle foit compofée d'une infinit¢ de Direc-
tions différentes. Ainfi, le Cone eft dans la claffe
desPyramides, ce que le Cylindre eft dans celle
des Prifmes.

La Bafe du Céne étant un Polygéne d'une
infinit¢ de Cotés , donne des Bafes linéaires
a tous les Triangles latéraux, dont la multitude
infinie forme la Surface du Céne : & ces Trian-
-gles dont la Bafe eft infiniment petite, vont tou-
-jours en fe retréciflant jufqu’au Sommet coms
mun, .

- LaPyramide peut étre droite ou inclinée. Elle
eft droite, lorfque la Pointe eft élevée perpeu-
N diculairement
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diculaitehsene fur le Point-milieu de la Bafe; & mm——
inclinée,, lorfque la pointe ne répond quobli- -Liv. 1L
quemerit fur ce' Point-milieu.. - L Seer,
* Od nomme Axe de laPyramide, la Ligne 'c"’s‘.‘"[‘lw'
droite: tirée de la pointe du Sommét au Centie gy ;o o
de la Bafé. Ceft de la Perpendicularité ou de ,;,

' P'Obliquité de cette Ligne , que dépend la rec-
‘titude ou l'inclinaifon de la Pyramide. - -
. Lorfque I'Axe- eft perpendiculaire, il mefure
1a Hawteur de la Figure. ‘Mais lorfque P'Axe eft
oblique , la Hauteur eft exprimée par une Pet~
pendiculaire abaiffée du Sommet fur la Bafe,
prolongée s'il en eft befoin. Il n'eft pas néceflaire  Fig. 4o,
d’avertir que-tout ceci convient au Cone com- 41.
‘me aux autres Pyramides. : e e
- Le Cété de laPyramide fe prend quelquefois Fig. 22¢
pour un des Triangles latéraux ABC3 & quel- .
quefois. pour une Ligne AH abaiflée perpendi-
“culairement du Sommet fur la Bafe BC de I'ua
de ces Triangles. Mais il n'eft guéres queftion
du Co¢édes Pyramides ordinaires. Celui du C8=
‘ne droit et d'un plus grand ufage. Ceftune Li--
gne droite tiréet{I Sommet deT'Angle a la Cie-
conférence ‘de la Bafe circulsire. Dansle'Céne Fig. 39.
droit toutes ces Lignes latérales font égales, par-
cequ'elles font dgalement obliques fur la Bafe;
. & également diftantesde I'Axe perpendiculairei
- -La capacité d'un Triangle eft parfaitetment wig, 42,
remplie, fi depuis le Sommet julqu’a la Bafe, on 43+
le couvre de Lignes paralleles 2 celle-cis &ces > .
Lignes vont en décroiffant depuis la Bafe juf-
quau Sommet. Si le Triangle. eft ifocelle, le
décroiffement fe fait des deux C6Atés enméme
a ,
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s R aifori, Le déaroiffement ne fera pas fi régulier
Liv. 1L lpoiue 1€ Tridogle of fealéne. .

L S6cts  On comprendra aifément oe qui remplit l'ef-
-C‘;“’I'[w' pace'd'une Pyramide; en fubffituant aux Lignes
- Fig. 44 duTtimﬁl: des Tranches infiniment minces po-

’ " ftes parallélement les unesfur les autres, & fans
" iwervalle depuis.la Bag Jubqi’au Sommet : en-
forte que bes Tranches diginuent de grandeur
felon une Raifon quelconque. =0t
;.. 8i le décroiffement-des Tranches paralleles
elt en Raifon égale de tous catés, la Pyramide
eft droite , & répond au Triangle ifocelle. :Mais
. i1 Aile décroiffement fe fait infgalement, la Pyra-
v mide eft inclinée, & répond au Triangle fcaléne.
Fig. 45. Il fuit de-13, que fi lon compe une Pyramide
o oul paraliélement a fo Bafeda (ilion préfintera un
" Pelygdne parfaitement. femblable ; mals d'autant
plus petic , que la, fekion aura éeé faice plus pris
& Sommetyy, g T L s
. Mais fi la feon de la Pyraniide o’étoit pas
parallele 3 Ja Bafe , elle préfenteroit un Poly-
. gbne plus allongé, de méme nombre de Corés,
mais nullement femblable 2 1a Bafe.
<1 .. 8ilon coufc la Pyramide de haut enbges par
fe Sommet, la feGion fera un Triangle formé
deux Lignes latérales, & par la Ligne de
gﬁibndamla Bafe: de la Pysamide.
Cers i noAppliquonstout ceci at Cone, la plus impor-
.11 tante de toutes bep Pyramides. < 10 -
Fig. 46. « L feGtion du Cbne paraliélement 3 {a Bale
\ &t un Cercle phis petit que relui de la Bale; &
dlausant plus petit queta fe&ion ausa &t fite
 plus.prds du Sommaer. L . . . ..

B AN
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Si la fection n'eft pas parallele-2 laBafe, on
aura une Ellypfe, Pofyg(“me plus allongt¢ que le
Cercle. ol '

La fe&ion d'un Céne par le Sommet donne
un Triangle forméd: par deux Cotés du Cone &
par la Ligne de fciflion dans laBafe circulaire.
B fe’gion du Cdne parallélement a PAxe,
donne une Courbe connue fous le nom d’Hy-
perbole, . ' '

On auroit une autre Courbe nommé Parabole,
1i la fe&ion éroit parallele au Cété du Cone. -

RN
Liv. II1.
1. SecT.

‘CHAP. 1V,
s. II.
Fig. 46,

Fig. 47,

Figo 48.

Ces deux Coutbes, & I'Ellypfe, font les trois

célébres Seétions conigues. Elles ne font pas du
reffort de la Géométrie ordinaire.
11 ne nousrefle plus qu'a faire comprendre la

‘génération du Cébne droit. Pour cela foit un

riangle re@tangle ASC. Suppofons que fur tous
1es Points' de SC on éleve dis Perpendiculaires
terminées au C6té SA. Toutes ces Perpendicu-
Taires paralleles 2 Ia Bafe AC vont en diminuant
‘)u?u’au Sommet, & rempliffent exagtement
Tefpace du Triangle. o
, l&aintenam faifons falre & ce Triangle une
révolution entiere autour de la Petpendiculai-
re SC, comme fur un pivot immobile. Le Céne
‘droit fera formé par ce mouvement. La Ligne
SC fera I'’Axe, & le Point S le Sommet. La Sur-
face conique fera décrite par Poblique SA. La
Bafe circulaire par le Raion CA; & toutes les
Tranches paralleles dont le Céne eft compofé,

ar les Raions paralleles au Raion CA.

Ce Triangle eft génératenr du Cone , comme

le Parallélogramme re&angle eft générateur du

Cylindre. ' - Aa ij

Figo 4’ .
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' 5.' 1IL
Troifieme claffe. Polyédres & fucotes.
'LEs Solides 3 facetes font ceux, a?ui pofes fur

une deleurs Faces prife pour Bafe, s’élevent
‘en augmentant de volume, & vont enfuite en
fe retrécifflant. Nous avons. dit {lue ces Polye-
“dres répondent aux Polygénes plans de plus de
quatre Cotés. ' R
*."Mais fi ces Polygones fourniffent peu aux

1

fpéculations de la Géométrie, nos Polyédres
‘tfe latroifiénie claffe y fourniffent encore moins,
Ce n'eft pas qu'an ne puifle imaginer des Soli-
des 2 facetes -variés 2 I'infini. Mais s'ils font
irréguliers, la Géométrie ne peut avoir de prife
Tur eux, qu'en les partageant en Pyramides &
en Prifmes : de méme qu'on réduit les Surfaces
jrrégulieres en’ Parallélogrammes & .en Trign-
o1 n’y a donc que les Solides réguliers A fa-
cetes qui pourroient fixer notre attention. Mais
ceft ici que nous fentirons notre indigence.
Tout Polygoéne , de quelque nombre de Cétés
quon le fuppofe , peut ctre réguliers parce-
quayant un Cercle, je puis en partager la Cir-
conférence en autant d’Arcs ggaux qu’il me
plaira, & par conléquent infcrire dans ce Cer-
‘cle’le Palygdne régulier que fai dans Pefprit.
jiy_ lieu'que I'on ne peut trouver que cinq So-

L!,Si‘?s vraiment réguliers, copme on le verra
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dans Linftant. Encore de ces cing, il y en a un ===
de la premiere clafle, & un aiftre de la feconde. Liy. Il
Refte donc trois Solides réguliers 2 facetes pour ' I ? T
répondte 2 l'infinité des Polygénes réguliers de. }s“:ll ve
plus de 3uatre Corés. = T

"~ Quand on parle en' Géométrie de Figures
régulieres, il “fgut- toujours entendre une régu=’
larité patfaite. Un Triangle iocelle, un Paral-,
Klogramme' reGangle, ont une certaine régu-
Laritd. 1l én eft de méme du Céne & du Cylindre.
droit , auffi-bien que des Pyramides & des Prif~’
mes dont toutescies Faces énvironnantes fong,
égales. Mais. la régul;fit’,é;p‘eﬁ‘q’p’jmparfaite,,
2 moins que. les Cotés, des Faces & les Angles.
ne fojent. ab{Clument les mériies dans toute la
Figure. e e e
_ Les Polygones ne font vraiment réguliers(?uéj
par I€galiré de leurs Cbtés & de'leurs Angles,
Aufli de tous les Ttiangles & de tous les Qi
drilatéres, il n’y a de réguliers qué le Triangle,
équilatéral & le Quarré. De méme un Solide ng|
peut écre abfolument régulier quiavec les deux,
conditions fuivantes. 1°. Que toutes fes Faces,
y compris les Bafes, foiént des Polygones %gaui@
& réguliers. 2° Que les Angles folides foient
formés par le méme nombre d'Angles- plang
égaux entr'eus.. o B
~Or il n’y a que ¢inq Solides qui puiffent réu=
nir ces deux eonditions: fcavoir, le Térraddre
I'Exaédre, 'Octacdre , le Dodécaédre , & I'Ico-
j’}de/dr‘.' SOt o . e . . .
Voyons d'abord’ quels Solides on pourroit
conftruite avet’ des Triangfes ¢quilatcraux de
méme grandeur.. * Aaiij
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L I. . .
Je congois que Lon peut former un Angle
folide avec trois Angles de Triangles équilacé-
raux. Car chacun de ces Angles n'étant que de
60 Degrés, les trois enfemble ne font que de
180, valeur fort inférieure 2 celle de quatre
Angles droits.. . S t ,
(%es trois Triangles équilatéraux forment par
leurs Bafes un nouveau Trianglé équilatéral,
égal & femblable aux trois pretiers. Par con-
quent, il fe formera 2 cette Bafe triangulaire
trois nouveaux Angles folides, dont chacun fera
form¢é par trois Angﬁes-glans de 60 Degrés. Donc
Ie Polyédre aura quatre. Angles folides égaux,
& quatre Faces égales & femblables.
eft le Tétraédre ou la Pyramide réguliere,
qui, comme 'on voit, appartient 2 la feconde
claffe des Solides, plutét qua latroifiéme. On
ne peut la mettre au rang des Figures 2 facetes,
?ue pasceque chaque Face peut atre prife indif-
éremment pour Bafe, fans qu'il- arriye aucun
changement dans la Figure, foit pous la forme »
foit pour la Hamtéur, =~ 07 7T
‘ N 2 ,
O~ peut aufli former un Angle folide avec
quarre Triangles équilatéraux de méme  gran-

~ deur. Car la valeur de quatre Angles de ces

Triangles n’eft que de 240 Degrés,

Ces quatre Triangles bornes par une Bale
quarrée, formeroient une Pyramide quadran-
fulaire. Mais au lieu de la terminer ainfi, fi on
ui addoffe une Pyramide égale & de méme for-
me, il en réfultera un Pol yédrg‘ifasctg:ﬂequﬁl

S
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On peut encore former un Angle folideavec g ;.
cing Angles de Triangles équilaté¢raut, ddne la
valeur riefi-que de 300 Degrés. Or-en joigmans
2 ces cing Triangles autant . danrés de méme
forme & de méme grandeur qu’ii en faut , pque
que tous les Angles de la Figure foient formés -
par cinq Angles plans de-éo Degrésichacun, il -
en réfaltera un Polyédre: 2 faseres, lequel aura
12 Angles folides égaux, & pour Faces 26
Triahgfcs:éqbilatérwx. Ceeft Ulcefaédre. :

‘Mais on ne peut forther d’Angle folide aves
fix Triangles équilatéraux ;. parceque, fix de ces
Angles. font 360 Degrés valenr' de quatre’An~
gles droits: 'Ces fix Angles ne peuvent avoir un
.'Si‘ommeé .'com;mzndque fur 'un Plah. Al.i;ﬁ,‘ le

r équilatéral ne ormer que:les trois
Poi;ngé'dws%?écédtns. peuco o *= '

C 4e
JE patie au Quareé; & je voisdue sois Quars Fig- 530
rés zgaux peuvent former'un A.?:gie.folidsl}iia
gnant donc trois autres Quarrés égaux aux trois
premiers, il en réfulrera ‘un Polyedte ,. lequel
aura 8- Angles égaux ;.& pour Faces, 6 Quartés.
Ceft I'Exacdre ou le Cabe. T eft clair que quatre
Angles de'Quarnés étant quatre Angles draits .
ne peuvent fe réunic dans un Sommet comman
que fur:un Plan; & parconquent, que le
Cube eft le feul Solide. qui puifle &te confienin

Aa iv
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smmmmm= . On Voit au refte 'que le Cube ne petit paffer

Liv. III.

pour un Polyédte 2 facetes, que parceque I'on

L. $BcT.' peut prendre indifféremment pour Bafe celle de

CHAP. IV
s. HI, .

Mg. 54.

* fes Faces que I'on voudta, fans qu'il arrive au-
cun changement dans'la Hauteur & dans la for-
me de la Figure. Car.dsilleurs il eft manifefte
que ce Solide appartient 2 |a premiere clafle, &

veft-autre chql?qu’mﬁar ¢lipipéde régulier.

L gl

Dy ‘Quarré je pafle an.Pcntagén!'régulier.’
L’Angle de. ce. Polygéne eft de 108 Degrés.
Ainfi, trais .de: ces* Angles peuvent former un
Angle folide. A ces wois premiers Pentagdnes,
joignant fix autres de théme grandeur err-ban-
de, & enfuite.trois autres en Pointe , I'on aura
un Polyédre 2 facetgs, lequel fera compofé de
20'Angles folides égaux & de 12 Faces penta-
gonales régulieres. C'eft le Dodécaédre.

- Quatre .Angles.du Pentagone régulier mon-
tant 2 432 Degrés, font au-defhis de lavaleur
de quatre Angles droits; & par confaquent ne
peuvent ctre joints dang un Sommet commun

~ méme fur unPlan. A-plus foree,Qifonise peir-

went-ils entrer. dansila conftrudtion.d’un Angle
folide. "o b
.- Trois Angles .de I'Exagdne régulier valent
gl:atrc droits. ‘Car chacun eft de 1zo Degrés.
peuvent donc s'arranger autour.d’un Soinmet
commum ; mais-feulement fur un Hlar: Donc ils
ne peuvent entrer feuls dans la formation:d'un
Angle folide. On ne:peut 2 qlus forte. 2aifon
canftruire des. Angles. folides. avec des Angles
plans d'Eptagones réguliers au de,Polygones
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d’un plus grand nombre de Cétés. Donc il ne mm—-
peut-y-avoird'autres Poly€dres réguliers que les Lav: IIL
cinq que noys venons de décrire. L. §scT..

Pour les faifir avec plas de facilité fans fe fa- c’“;ﬁw"
tiguer I'imagination, il eft 3 propos de les avoir S 1L,
en relief, ainfi que la pldpart des autres Figures
folides. J'en joins ici le développement , 2 Iaide
duquel on les pourra conftruire foi-méme avec
du carton. '

S S A P
LA_ ropri¢té la plus.importante des Polyé-
dres ~§éggliers, ,c’cﬁ“t d’::lgir: avec la Sphére le
méme Rapport que les Polygénes réguliers.ont:
avecle Cercle, ceft-2-dire, que.ces Solides peus
vent €ure. infcrits ou circonlcrits A la Sphére,,
comme les Polygonesle peuvent &re au Cercle,
. En effer, I'égalité parfaite des Angles falides,
& la pofition uniforme des Faces égales & fem-
blables démontrent dans le Selide comme dans
le Ralygone régulier; que la Figure aun Centre .. 7
commun, également éloigné du Sommet de
chaque. Angle, & du Centre de chaque Faces,
Les Lignesitirées du Centre commun ay Som-
metdes Angles font les grands Raions ou Raions
obliques : & les Lignes tirées du méme Centre;
* au Centre des Faces, font les petits Raions ou
Raions droits. Donc un Solide régulier peut éeze
infceic. dans une Sphére qui auroit pour Raien,
Ie Raion oblique de laFigure. Donc le méme
Solide poutroir étre circonfcrit a la Sphére, qui
- pour Raion, auroit le Raion droit. ... - -

et
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| §1v. .
. Quatriéme claffe dc: Polyédres. La Sphére
o o8 le Globe. .
.

Ous mettons dans l2 quatriéme &.derniere
N claffe les Solides terminés par une Surface
courbe. On en peut concevoir une infinité; car
1 coutbure de la Surface eft autant fufceptible
du variations-que la courbure de laLigne, Mais
la Géométrie fimple qui {e borne ¥ la fenle L
goe circulaire, ‘te confidére aufli parmi toutes
les Sutfaces coutbes poflibles, que celle ?ui
conferve uneuniformité parfaite dans toutg fon
&endue , Cefbd-dire’, 1a Surface fphérique.
- =L Sphiére ow le Globe off donc un Salide ter-
miind par wme feuls Sarface courbe dont rows les
Puinrs fons dgadennint élosgmis dun Posns cemtrals
- iCette ii€e géncrale nous préfedee ddja un
Rapport trés-intime entre la Sphére & leCet-
cle : & nous en vonclurons dabord, 1°. que /s
Sphere eft parms les Figures folides, ce que ls
Cercle: cft parms les Fighres: planes. S
- 8% Que Lu Sphore oft-xn Polytdre dune snfi
‘Faces , comme lo Cnclcmeé?“m Polygene
d'yne infimird de Corés. Car la 1e raifon qui
ne permet pas de confidérer la Ligne circulaire
comme compofee de Points indivifibles , & qui
nous oblige de laregarder comme un Polygone
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dont les Cotés font infiniment petits, doit rious SEm——
~ faire conclure que la Surface de la Sphére eft Lav. IIL
compofée dune infinité de facetes infiniment - $50T,
petites. : Caul.v v,

3°. Que la Sphére eft une Figure auffi régu~ 1%

liere dans fon genre, que le Cercle I'eft dans le
fien. Car une feule Ligne droite , un feul Rajo
tiré du Centre 2 un Point quelconque du Pési~
métre détermine invariablement la grandeur de
‘une & de Pautre Figure; ce quj fait le carac-
tere [pécifique de la parfaite régularicé.

D . z. . 3
LA génération de la Sphére nous fera come

yrendre encore plus parfgitement fa nature &

s rapports avec le Cercle. : .

.- Soit le demi-Cercle ADB, dont C eftle Cena Fig- 56.
tre : fait le Diamétre AB pris pour Axe : de tous
les Points de 'Axe foient élevées des Perpen-
diculaires terminées A la demi-Circonférence.
ADB. La Perpendiculaire CD eft Raion du Cer~
clg;s & les autres Perpendiculaires font des dev
mi,Cordes paralleles entre elles, dont l'amas:
couvre tout I'efpace du demi-Cercle. .

Apres cette préparation, fi on fait faire uge, Fig. 57,
révolution entiere au demi-Cercle autour de 8.
L'Axe AB que je fuppofe immobile, la Sphére .
fera conftruite : la Surface par la demi-Circon-,
férence ADB; & la Solidité, par les demi-

Cordes paralleles, Raions d’autant de Tranches
circulaires de différente grandeur. .

3. : )
IL fuit de cette formation, 1° que toms les . Fig. 55.
Raions de la Sphére font éganx. Car la Surface
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conférence ‘répétée : le Centre eft le ‘méme.’
Donc toutes les Lignes droites tirées du Centre
2 la Surface font égales dans la Sphére comme:
duﬁsi_é'detrﬁCetc&c.’ - R
*.Par-laméme raifon les Dsamétres de la Sphére
font éganz ; puifque- dans ‘la Sphéré’, comme
dans le' Cercle, les Diaméeres ne font que des
doubles: Raions. Donc encore on peut prendre
pour Axe de la Sphére tel des Diamétres que

On appelle Axe de la Sphére, une Ligne dtoitg
qui'vadun Point de la Swiface a Lautre Point
oppofé: e -paflant par le Centre, & antour de la-

. quelle on fuppofe que-la Sphére tonrne ox pent
* sourner. Car lotfqu'un Globe tourne »'ﬂ, yaau

Centre.

Fig. )'7 ’
118

s ot
d

miliex une Ligne qui ne tourne point, ‘ou qui
ne tourne que fur-elle-méme, & autour ‘de la
quelle toutes les parties du' Globe font leur ré-
volution. On appelie Poles, les deux -Points ex-
trémes de ceste Ligne. Ces deux Points font fur
la Surface de la Sphére également ¢loignés du

DAns la révolution d‘: notre demi:Cercle , le-
Raion CD a ‘décrit un Cercle, dont le Centre
eftde méme que le Centre de la Sphére. Les
autres. Perpendiculdires - far TAxe ont “décrit
dautres Cercles dont le Centre n'eft pas’le Cen-
tre de la Sphére, mais un autre Point quelcon=
que de 'Axe. . .
U eftévident que le Cercle décrit par le Raion-
CD eft plus-grand qu'aucun de ceux qui-fong
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décrits par les demi-Cordes paralleles. Car le Spummm—m

Raion CD eft plus grand qu'aucune des demi-

.Cordes. 1l y adonc deux fortes de Cercles dans
la Sphére: les grands, qui ont un Centre com=
-mun avec la Sphére ; & les petsts ;dont le Centre
eft un Point quelconque de I'Axe. '
Tous les grands Cercle$ de la Sphére font donc
égan:les petiss font d ansant plus grands, qu'sls

Lav. IIL
1. Smcr.

CHAP. IV,

s. IV,

Jonst. plus pres du grand Cercle; & dantant plms .

petsts quils font plus pres des Poles. Enfin
petits Cercles fon® égaux lor[qsls font & égale
diftance, ox du grand Cercle ou des Poles.
,Dny grands Cercles ne pewvent étre paralle-
des dans-la Sphére. Car.un Diamétre quelcon-
.que étant pris pour Axe, il o’y a que le Raion
.CD qui puiffe décrire un ggand Cercle. Toute
autre Perpendiculaire fur 'Axe ne tracera qu'un
petit Cercle. E ] :
..:Par_conféquent s dewx grands Cercles de la
Sphére doivent néceffairement [z couper. Or dis
qu’ils fe coupent, ils fe coupent par la moitié.
.Car leur Centre étant celuide la Sphére, il doit
fe trouver au milieu de leur commune Seétion,
laquelle par conféquent eft un Diamétre:: au lieu
que les petsts Cercles pewvent fe couéer en parties
snégales. Ceft ainfi que dans un Cercle, deux
_Diamétres ne peuvent étre paralleles, & fe cous
pent toujours en deux ¢galement, 2 la différen~
«ce des fimples Cordes.

.. On fcait encore que le Diamétre partage le
Cercle en deux parries égales; & faCorde, en
deux parties inégales,. La Sphére eft de méime

Fig. s6.

Fig. 19:

Fig, 56,
§7:58,6Q0



382  .Gromerars MavApnysique.

Empang; ée en demx Himifpheres égales par sin

Liv. III.

1. 8scT.

oCaav, IV
s. IV;

‘Fig. 56,
$8.

Pig. 61.

Cercle; & parles petits Cercles, en denx
portions snégales. Car le Raion CD qui décrit le
- grand Cercle, pa_rtafe le demi-Cercle Généra-
teur en deux Arcs dgaux. L’Arc fupérieur &
PArc inférieur produifent donc chacun une Hé:
milphére par leur molivement de rotation.

CHacune des Perpendiculaires fur 'Axe AB
‘décrivant un Cercle, il eft ijdent que la Sphére
eft compofée d'autant de Tranches circulaires,
qu'il y 2 de Points dans 'Axe. Ces Tranches
commencent d’abord par un Cercle infiniment
tit , que I'on peut regarder comme la Bafe:
es Cercles augmentent en montant jufqu’a ce
qu'on ﬁarvienﬁe 2 la- grande Tranche formée
par le Raion CD : aprés quoi ils diminuent juf~
qua ce qu'ils finiffent au Péle par un autre Cer-
cle infiniment petit. :

-~ Or comme 5 n'y a dans fa Sphére aucun Dia
nétre qui ne puiffe fervir d’Axe : aucun Point
fut la Surface , qui ne puifle fervir de Bafe, il
senfiiit que towre fiflion de la Sphére par sx
Plan, en quelgue fins qw'elle ﬂﬁit coxpée , préfen-
tera tonjours un Cercle. En eftet, tous les Points
de la Circonférence de cette fe&ion fone éga-
femeur éloignés du Centre de la Sphére. Donc
fi du Point central de la Sphére ontite une Pet-
rendiculaire fur certe feCon, la Perpendicu-
aire tombera fur un Point également éloigné

- de tousles Points de la Circon%érence. Par con-
féquent, la Circonférence de la fe@ion cft une
Circoriférence de Cercle, :
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U N Segment de Sphére eft une portion folide
rétrdfgcb}:' de la 'Sph'g'e , 0 cor;?riﬁ entre un
Cercle gmelconque de la Sphére, & wune parsic dg

Ja Surface.
Commg on ne dopne pas le pom de Sggmguz

=

Cuar. IV.
SO 'IV.
Fig. ez,

au demi-Cercle féparé par un Diamétre’, mais -

feutemeny @ £Arc éparé par-yne Corde, on ne

donne auffi Ie nom de .S“egirm'xt‘ e la Sph'é‘re‘

qu I3 portion fgperde par le Plan d'un petit
“Cercle. La partie de laSurface courbe qui.cou-
vre le Segment , eft nommée Calore [phérique.

Un Secteur de la Sphére eft un Solsde terminé

davs [apartic inférienre par unc Calote [phérique
qus s ;ér't"fa,mm de B&ﬁ , & damﬁ par?t{e
fupérienre par une Surface conique dont le Sommet
ez’ au Centre dg la Sphere.
~ On ¢oncoir aifément la conftruétion du Sec-
teur, par [a rotation de PArc EB, compris en-
tre Jes Raions CE, CB’ daps le demi-Cercle
générateur. Par ol F'on voit que le Se¢teur ef}
tompoft 1°. dun Segment produit par le mou-
ment de I'Arc EB & de la demi-Corde EF, au-
tour de la partie FB de 'Axe de la Sphére.
2°. D’un Cone droit dont le Sommet eften C,
dont la Surface eft dicritegar la rotation du
Raion CE, dont FAxeeft lgpartie CF de Axe
de la Sphére, ‘& dont la Bafg ¢f1e Cercle décrit
par la révolution de la demi-Catde FE.
Enfin,l'on appelle ¢ de la Sphére , la par-
tic de la Surface comprifé entre denx Cercles pa-
walleles, lnguelle ensonre la Sphére comme dnne
ecinenre, |

Fig. 61,

Fig. 56,

Fig. 58,
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pmsmmmms -~ Aprés avoir tracé cette notice générale dela
Liv. I nature & la formation de toutes les Figures

IL Sct. folides que la Géométrie confidére , il eft tems

o"

mefurer leur fuperficie,, que ce

d’entrer dans un examen plus approfondi de leur
Surface , de leur Solidité & de leurs Rapports. .

. :

'SECONDE SECTION.
Mefure de la Surface des Solides.

SI les Solides n’étoient environnés qué de Sur-
faces planes, il ne feroit pas plus difficile de

ﬁe des Polyg6-
nes ordinaires, dont nous avons traité dans le
Livre précédent. Mais trois Polyédres , fcavoir,
le Cone, le Cylindre & la Sphére font envelo
pés d'une Surface courbe, fur la mefure de la-
quelle nous n’avons point encore établi de prin-
cipes. D'ailleurs, il ne fera pas inutile de cher-
cher des voies abrégées pour évaluer & réduire
a quelque Surface fimple, cette multitude de Po-
lygénes-rlans qui bornent de toutes parts les
autres Solides< _

CHAPITRE
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‘ mm—
Lv. III.

CHAPITRE PREMIER. &i’gf’{;
s . s' ®
'. Meﬁm’ de la Smfm‘e des Pnfme:. ’

§. I

'Smface du Prifime drost. .
I. 3

E Prifme droit eft environné de Parallélo--
gtammes rectangles. Chacun d’eux a pour
mefure le produit de fa Bafe par fa Hauteur.
Mais la Hauteur eft la méme pour tous dansun
Prifme droit; & la méme que celle du Prifme.
Donc on aura le total de la Surface de tous ces
}’araﬂélogrammes en multipliant toutes ces Ba-
es linéaires, Ceft-2-dire, le Périmétre entier de
la Bafe du Prifme, par la Hauteur méme de ce’
Solide. , :
En effet, le Prifme eft compofé de Tranches:
polygonales, égales & femblables a la Bafe; &
le nombre de ces Tranches, quel qu'il puiffe
étre, eft déterminé par le nombre des Points
contenus dans la Ligne de Hauteur perpéndis;
culaire du Prifme. Ayant une Bafe quelconquey
& une Ligne quelconque perpendiculaire fur
ce Plan; l%? on fait mouvoir cette Bafe julqu’au
haut de la Ligne, le Prifme fera formé; fa So-
lidité , par le mouvement de toute La Bale; &
"B
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ar le mouvement gu Périmétre.

Liv. Iil. Donc lé"giir}gce du Prifme n’eft autre chofe que
1L SBex. e Pg;iméq:e, dj la ?afe:pris.autantde fois qu'il
a

Cuar. I, y 4
5. ¥y

‘Fig. 62,

e Points dans$ |a Ligne de Hauteur.

D'ailleurs, fi I'on fait mouvoir une Ligne
perpendiculaire le long du Périméere d'un Po-
lygone quelconque, il eft évident que le mou~
vement de cette Ligne formera la Surface en-
vironnante d’un Pril%ne_. Mais il eft évident aufli
que la Perpendiculaire eft ré‘fétée autgnt de fois
qu'il y a de Points dans le Perimétre de la Bafe.
Donc la Surface du Prifme droit eft le produit
du Périmétre de fa Bafe par la Ligne de (a4 Hax-
tenr. Danc cetre Surface eft égale a un fenl Rec.
tangle , dont la Bafe feroit le Perimétre de la Bafe
prifmatifque étendu en une feule Ligne droste,
O dont le Caté feroit la Hantenr méme dw Prif-

me. .

- Le développement de la Surfice du Prifme
rend certe vérité fenfible aux yeux. Tirez une
Ligne droite indéfinie. A lextrémité de cette
Ligne. élevez une Perpendiculaire égale 2 la
‘Hauteur du Prifine. Par Pextrémité fupérieure
de cette Petpendiculaire menez une Parallele

- indéfinie 3 ]a Ligne inférieure. Appliquez enfuite

fur ces deux Lignes la longueur des Cétés de
la Bafe prifinarique, & joignez les deux bouts

une Ligne droite: vous aurez la Surface de
tous les Rectangles partiels qui enviratnent le
Prifme. Rour completer la valeur de toute Ia
Boéte prifmatique, il ne s'agiroit que de joindre.

. au grand Rectangle déja trouvé, la valeur des’

deux Balcs, ou plutdt du deubla de J'une des.
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deux, puifquielles font égales, ce qui n’eft pas
difficile. ' :

Si le Prifme droit avoit pour Bafe un Poly-
gone régulier , I'opération feroit encore plus
facile. Pour avoir la valeur des Rectangles en-
vironnans, il fuffiroit de multiplierle triPle, le
quadruple, le quintuple , &c. d'un des Cotés de
la Bafe par la Ligne de Hauteur. '

- L’on auroit encore plus aiffment la valeur de
toute la Surface cubique. Car ce Solide étant
contenu dans fix Quarrés égaux , toute la Sur-
face eft égale 3 un Quarré fextuple de I'un d’en-

Liv. IIL -

1. Secr.

Cuar. I,
5. L,

tre eux; & ce Quarré fextuple n'eft pas difficile -

A trouver.

2. »
LA fuperficie du Cylindre droit ne donne pas
plus d’embarras que celle des Prifmes ordinai-
res. Les deux Bafes font connues. 1l eft aif¢ de

Fig. 644

les rédutre 2 un feul Cercles & I'onfeait com- .

'siient il faut s’y prendre pour trouver 3 pé prés
e Re&unle égal au Polygéne circulaire. :
A I'égird de la fuperficie courbe du Cylins
di¢, ileft évident quielle eft compofte d'une
infinieé de Parallélogrammes reGtangles infini-
ment étrditsy dont les Bafes font les C8tés- infi-
nithent petirs de la Bafe circulaire du Cylindre,
& dont a Hauteur eft la méme que celle de ce
Solide.’ Chaeun de ces petits Rectangles4 pour
thefure I Produit de [ Bafe par fa Hauteur.
Dioht I'#inas de tous les Retigles eft ¢gal aa
prodait diu-total des Bafes, ceft-d-dire, de la
Circonférence de la Bafe eylindrique par la Hau-

_ teur de la Figure,

Bb ijj
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memmmeem  D'ailleurs il eft manifefte que la Surface cour-

Liv. HL

1I. Secr.

CuAP. I,
s L

be du Cylindre eft produite par le mouvement
de la Circonférence de laBafe, le long dela
Ligne -de Hauteur , ou bien par la révolution
du Rectangle générateur de cette Figure. Or il
réfulte de la premiere conftruétion, que l'on
gultiplie la Circonférence de la Bafe par la
Ligne de Hauteur; & de la feconde, que I'on
niultiplie la Ligne de Hauteur par la Circonfé-
rence de la Bafe. Donc la Surface conrbe du Cy-
lindre -eft dgale an Rellangle qui awroit méme
Havitewr que le Cylindre ; & powr Bafe une Ligne
droite égale a la Circonference de la Bafe.
Ceft ce que le développement de cette Sur-
face préfente fenfiblement aux yeux. Sil'on fend
legérement.le Cylindre par le Coté perpendi-
culaite, & que Fon étende furun Plania Surface
enlévée, on aura néceflairement le ReGtangle
quesnoys venons de défigner. S
.,horfque;le Cylindre droit a pour Hauteur
le Digmétre de fa Bafe, on trouve tout d'un
coup la valeur totale de la Boéte cylindrique.
Car la Surface du Cercle eft le Produit de la
Circonférence par le quart du Diamétre. Donc
la Circonférence multipliée par le Diamétre
-gntier,donne un Cercle quadruple pour la Sur-
face courbe du Cylindre : ajoutez-y les deux
Cercles ¢gaux, Bafes du Cylindre, vous aurez
pour la Surface totale un Cercle fextuple de la
Bafe circulaire, que on peut réduife au: Rece
tangle , autant ?ufil eft poflible, pay. les: voiss-
propofées dans le Livre précédent. ...~ ..

Yo
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- §.IL
Surface des Prifmes inclinés.
I'-

" A Surface des Prifines inclinés n’eft pas fi
A _facile A mefurer que celle des Prifimes droits.
Dans ceux-ci les Parallélogrammes environnans
font reGangles : leur Hauteur eft la méme que
celle du Prifie: au lieu que dans les inclinés,
les Parallélogrammes ne {>nt pas tous reGtan-
gless & leur Hauteur n'eft pascelle du Prifme.

Donc pour avoir la Surface d'un Prifme in-
cliné, il faur mefurer chacun des Parallélogram-
mes environnans en multipliant fa Bale par fa
Hauteur perpendiculaire. Je dis [z Hautenr, &
non celle du Prifme 5 & ceft & quoi il faut bien
prendre garde. Car ces Parallélogrammes peu-
vent étre Rectangles , quoiqu’inclinés fur la.Bafe
du Prifme; & peuvent étre inclinés, quoique
perpendiculaires. fur cette méme Bafe.
- Sile Prifme eft un Parallélipipéde , Popéra-
tion-eft plus fimple. Car alors chaque Parallé-
logramme eft égal 2 fon oppofé: les deux qui
font: dans le fens de l'inclinaifon du Prifme font
re&angless & les-deux autres ont pour mefure
le produit de feur Bafe par la-Hauteur dur Prif-
me.

A I'égard des Bafes, il eft clair qu'elles ne dif-
frent pas des, Bafes.du Prifme droit..

Bb ij

e e————
———

. Liv. IIL.

II. SEcT.
CHaP. 1,
s 14

Fig. 6

Fig. 6Fo-
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II. SECT.

Cuar. L.
s 1L

300  GEOMETRIE METAPHYSIQUE.
Nous prouverons dans la Section fuivante
ue le Prifme.incliné eft égal au Prifme droit
ge méme Bafe & de méme Hauteur. Mais cette
égalité de Solidité ne conclut pas pour I'égalité
de Surface. 1l eft évident au contraire que la
Surface du Prifme incliné eft plus confidérable
ue celle du Prifme droit; & cela ne doit pas
?urprendrc > puifque le Parallélogramme incliné
eft égal au Parall¢logramme rectangle de méme
Bafe & de méme Hauteur; quoique le Périmé-
tre du premier foit plus grand que le Périmétre
du fecond.

En vain I'on objecteroit que le nombre des
Tranches prifmatiques eft le méme dans I'un &
Pautre Solide; & qu’ainfi puifque I'amas de ces
Tranches forme de part & d’autre la méme
Solidité, 'amas des Périmétres doit auffi de part

- & d’autre former la méme Surface.

Cette difhiculté peut paroitre infoluble aux

. partifans des Elémens indivifibles. Car fi les

Tranches prifmatiques n’ont aucune Profondeur,
les Lignes qui les bornent n’en auront pas da-
vaatage. Or en fuppolant méme que de pareilles
Lignes arrangées les unes auprés des autres fans
intervalle puiffent former une Surface, congoit-
on quun méme nombre de ces Lignes fera des
Surfaces plus ou moins grandes?

Mais la difficulté difparoit fi 'on donne i nos
Tranches une épaiffeur infiniment petite. Car
alors chaque Tranche fera un véritable Prifme
de méme nature que le Prifine total : droit, fi
celui-ci eft droit: incliné, fi celui-ci eft incliné.
Or dans la Tranche droite la coupe du bord eft
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perpendiculaire : elle eft oblique, & par confc. Smmm———
quent plus grande dans la Trancheinclinée,c’eft- Liv. HE
a-dire, dans les deux fens de Finclinaifon, Ex I Secr.
c’eft par cette raifon que dans un Pasallélipipéde C?AI?I‘ L.
incliné , les deux Faces obliques font plus gran~ " ™
des que dans un Parallélipipéde droit de méme-

Bafe & de méme Hauteur. Au lieu que les deux
Faces latérales , quoiqu'obliques: fisr leur Bale
linéaire , font éga?es aux Redangles du Paral-
Klipipéde droit, parcequ’elles font Perpendicu~
laires fur la Bafe du Prifme. :
Pour aider un peu I'imagination , prenez deux
~cartons de méme épaiffeur : coupez {'un par une-
feion perpendiculaire., & I'autre par une fece
tion oblique: vous verrez que la fe@ion de celuis
ci vous préfentera une Surface plus grande que
la feGion perpendiculaire , & d'autarit plus grane
de, que lafection fera plus oblique. Il-faut raie
fonner.de méme fur nos Tranches prifinatiquies .
quoique leur épaiffeur foit infiniment petite. - -
-Me dira-t'on que je ne fais qu'éluder 'objec=
tion; & qu'elle revient en fon entier lorfquon-
confidére que chacune de ces Tranches eft elles
méme compofée d'une infinité d'autres du fe=
cond ordre 2 Je 'avoue. Mais je raifonnerat fut
celles-ci comme fur' les Tranches du premiet
ordre: fur celles du troifiéme , comme fur celles:
du fecond; & ainfi  l'infini; fans qu'on puiffe
me contraindre de m’arréter ¥ des Tranches
totalement ‘dépourvies de Profondeur.

2. : —
APpliquons ces principes au Cylindre incliné. P, ¢6%
H eft manifefte que fa: Surface cgur_be eft plus
Bb iv
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confidérable que celle du Cylindre droit de

Liv. III. méme Bafe & de méme Hauteur. Mais fi I'on
3. SEcT. parvient 3 mefurer la Surface des Prifmes ordi-

Cuavr. I. .
5 11 naires

.

» il n’en eft pas de méme de la Surface du
Cylindre incliné. Les plus habiles Géométres
avouent que ce n'eft que par des méthodes tres-
difficiles & trés- compliquées que I'on arrive 2
Fapproximation de fa valeur.

Pour comprendre la raifon de cette différen-

ce, reprenons notre Parallélipipéde incliné. Les
Tranches qui le compofent font coupées obli-
quement des deux cotés de linclinaifon ; mais
la feGtion oblique eft uniforme dans toute fa
longueur : & d'un autre coté, les mémes Tran-
ches font coupées perpendiculairement fur les
deux Faces latérales.
. Il n'en eft pas de méme dans le Cylindre
oblique, A caufe de fa forme circulaire. Lafec-
tion des Tranches eft trés-oblique dans les Pa-
rallélogrammes infiniment étroits 2.4 , bB. Elle
eft Perpendiculaire dans les Parallélogrammes
latéraux ¢C, dD. Auffi ces deux derniers Paral-
Ielogrammes font égaux a ceux du Cylindre
droit de méme Bafe & de méme Hauteur. Au
lieu que les inclinés dans les quadratures font
plus grands. Mais entre les quadratures 44,
¢C, il y aune infinité de ces Parallélogrammes
dont l'inclinaifon diminue A mefure qu’ils appro-
chent du Parallélogramme ¢C. La grandeur de
leur Surface diminue donc en méme Raifon,
& par conféquent I'Obliquité de la fection des
Tranches décroit par des Degrés infiniment pe-
tits du fecond ordre.
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Arrivés A [a quadrature cC, nous voyons les S
Parallélogrammes augmenter par les mémes Liv. 1IE
degrés jufqua la quadrature bB: diminues en- II. SBcT,
fuite julqud la quadrature dD, & augmenter CHAP- 1k
enfin de nouveau jufqua la quadrature 4. On
comprend combien il eft difficile d’évaluer des
augmentations & des diminutions qui ne fe font
qu:ei par des degrés infiniment petits du fecond
ordre. :

. CHAPITRE IL

) Surface des Pyramides.

LA Bafe d’'une Pyramide eft un Polygéne qui
_sne différe en rien de ceux qui peuvent étre
Bafe du Prifme. On fgait qu’il y en a toujours’
deux égales dans celui-ci, & que les Pyramides
n’en ont qu'une. Ainfi, nous ne parlerons point
de la Bafe en mefurant leur Surface. Il ne doit
étre queftion que de leurs Faces latérales.

On fgait encore que ces Faces font des Trian-
gles dont la Bafe eft un Coté de la Bafe pyra-
midale, & dont le Sommet eft le Sommet mé-
me de la Pyramide. Il s'agit d’évaluer le total
de ces Triangles, tant dans la Pyramide que dans

Ie Cone.
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1L Szcr. ‘ . '
Cuar. 1L, §.; I.

s. L

Pyramides polugonales.

Otfque la Bafe d’une Pyramide droite eft un
Polygéne régulier, toutes les Faces trian-
gulaires font égales , puifqu’elles ont méme Bale

Fig. 67. & méme Hauteur. Il fuflic donc de connoitre

Pun des Cotés de la Bafe pyramidale, de letri- -
ler, le quadrupler, &c. felon la nature duPo-
lygone, & ennr;itev de muldiplier cette Ligne
triple ou quadruple, &c. par la moitié d¢
Hauteur de I'un des Triangles environnans; &
Yon aura la Surface de la Pyramide. '

Quand méme la Bafe d’'une Pyramide droitt
feroit un Polygdne irrégulier , cela ne changs
roit rien 2 lamefure, quoique les‘Trianglesen
vironnans n’euflent pas la. méme Bafe linéaire
Car ayant méme Hauteur, on-auroit toujouss
la Surface totale des Triangles en. multipliant

. cette Hauteur par la moitié¢ du Périmétre delt
Bafe, ou le Périmétre entjer par:la moitié delt
Hauteur. :

Yavertis ici qu'il ne faut pas confondre 1aHse
teur des Triangles environnans avec la' Hauteut
de la Pyramide. Celle-ci eft mefurée par use
Perpendiculaire tirée du Sommet fur le Pla
de la Bafe : au lieu que la Hauteur des Faces
triangulaires eft une Perpendiculaire tirée du
Sommet de la Pyramide fur un des Corés du
Polygdne qui lui fert de Bafe, -

~
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Dans les Pyramides inclinées, la Hauteur des ===

Triangles environnans n'eft pas la méme; & par
conféquent pour en avoir la valeur, il faur fe

donner la peine de les mefurer I'un aprés autre. -

Lorfque la Pyramide droite eft tronquée par
ufPlan paralleie 2 la Bafe, elle eft environnée,
non plus de Triangles, mais de Trapézes, qui,
comme je lai dit, ne font que des Trianfles
tronqués. H ne fera pas plus difficile d'‘¢valuer
ces Polygones que d'évaluer des Triangles. Il
faut feulement obferver, que la Pyramide en
ce cas auroit deux Bafes, & que la fupérieure
feroit femblable a I'inférieure , mais plus petite.

Nous avons dit au commencement de ce
Livre, que la Pyramide étoitun Triangle folide,
. & le Prifme aufli un Parallélogramme folide.

Liv. 111
1I. Sxcr.
CHAP. II.
s. 1
Fig. 68,

Fig. 475.

Et cettereffemblance affez vifible en elle-méme,

devient encore: plus frappante , lorfque I'on fe
borne 2 comparer leur Surface environnante.
En effet, le Prifine eft environné de Faces pa-
rallélogrammes , comme la Pyramide de Faces
triangulaires. On pourroit donc s'imaginer que
la Surface de laPyramide feroit moitié de celle
du Prifme de méme Bafe & de méme Hauteur,
comme la Surface du Triangle eft moiti¢ du
Parallélogramme. On diroit donc : le Prifme
a deux Bafes égales: laPyramide nena qu'une,
Donc 2 cet égard la Surface du Prifme eft dou~
ble de la Surface de la Pyramide. \D’un autre
coté, la Pyramide a autant de Triangles envi-
ronnans, que le Prifime a de Parallélogrammes.
( Car je fuppofe que les Bafes de notre Prifme
& de notre Pyramide font égales & femblables )
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g { o5 Triangles & les Parallélogrammes ont la
Liv. III. méme Bafe linéaire : les deux Solides ont lame-
II. S8cT. me Hauteur. Donc chaque Parallélogramme eft
Crar. IL double de chaque Triangle. Donc la Surface
S- L wotale du Prifme eft double de la Surface tg&e
de laPyramide de méme Bafe & de méme H¥t-
teur. ) '

Mais ¢e raifonnement n'eft quun fophifme;
car on y confond la Hauteur de la Pyramide,
avec la Hauteur des Triangles environnans. Ot
celle-cieft plus confidérable,, parceque ces Trian-

, gles font inclinés fur la Bafe de la Pyramide:
Donc leur Hauteur eft plus grande que celle des
Parallélogrammes du Prifme, puifque la Hau-
teur du Prifme & celle de fes Parallclogrammes
eft abfolument la méme. Je ne compare ici,
comme I'on voit, que la Pyramide droite avec
le Prifme droit. ' '
- Pour que la Surface prifmatique fiit double
de la pyramidale, il faudroit que le Prifme eut
la Hauteur, non de la Pyramide , mais de fes
Triangles environnans. Donc en fuppofant la
méme Hauteur dans les deux Solides, /s Surface
de la Pyramide [era tonjours plus de la moitié de
celle du Prifme.

Onne reut apprétier cet excédent, parcequ'ik
eft variable du c6té de la Pyramide. Ayant une
Bafe quelconque d’'un Prifine droit; il eft certain
que la Hauteur du Solide fera la méme que celle
des Parallélogrammes environnans. Ce n'eft pas .
la méme chofe dans la Pyramide. Car ayant une
Bale quelconque, plus on élevera le Sommet,
& moins les Triangles environnans feront incli-
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nés fur la Bafe; & moins par conféquent leur Mmmm—
Hauteur différera de celle de la Pyramide. Au Lav. IIL
contraire moins on élevera le Sommet , & plus 1I- SBeT.
les Triangles environnans feront inclinés fur la C?“' L
Bafe; & plus par conféquent il y aura de difé- -
rence entre leur Hauteur & celle de la Pyra-
mide. Ainfi, pour que laSurface de la Pyramide
flr la moitié de celle du Prifme de méme Bafe
& de méme Hauteur, il faudroit fuppofer que
ces deux Solides euflent une élévation infiniment
grande. Car alors il n’y auroit qu'une différence
infiniment petite entre la Hauteur de la Pyra-
mide & celle de fes Triangles environnans.

® C§. I

Pyramide circulaire , on Cone.

A Surface du Céne droit n'eft pas plus diffi-. Fig. 65
A _cile 2 mefurer que celle de ﬁ Pyramide..
Car le Cone eft environné de Triangles infini--
ment étroits, dont la Bafe eft dans la Circonfé-
rence de la Bafe conique, & dont les Sommets,
forment. celui du Cone.. i, . o
Tous ces Triangles ont pourimefure leur Bafe;
multipliée par la moitj¢; non de la Hauteur du-
Céng , mais de leur Hauteur propre, c’eft-2-di-,
re, par lamoitié du Cété, du Cdne. Donc la Sup-,
face dy total de ces Triangles eft te produic de
1z Girsonfécence de la Baige conique par lamoix,
ti¢,du €oté du Cone, ou du Coté entier par.
Ia mpitié de la Circonférence. - :

. Nous parviendrons au méme Put en fuivant: Fig. 72.
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9 ’
L ?a formation du Cone par la révolution du
" giv. ML Triangle Générateur autour de 'Axe SC. Il eft
H. SEcT. clair que par le moyen de cette révolution, la
Caar. 1L gyrface coniclue eft produite par 'Oblique SA,

s. 1k

¥4

pendant que les Perpendiculaires fur 'Axe AC,
&c. décrivent toutes les Couches circulaires
dont le Cone eft comipof2. Il faut donc prendre
POblique $A autant de fois qu’elle fait de pas.
Mais prenons garde ici A nous méprendre. Car
Ie mouvement de cette Ligne attachée fixement
en S, eft beaucoup plus lent du Coté du Som-
met, que du Coté de la Bafe, L'Oblique SA em-
ployetie méme tems 2 décrire la petite Circon-
férence dont HK eft le Raion, qu' décrire la
grande Circonférence, Bafe du Céne. Pagla-

elle des Circonférences circulaires faut-il donc
multiplier le Coté SA? Sera-ce par la Circon-
férence de la grande Bafe ? Sera-ce par une pe-
tte Circonférence prife auhazard prés du Som-

“met comme celle dont HK eft le Raion; ou pat

Ie Point méme qui fait le Sommet du Cone, &
qu'on péut regatder comme un Cefcle infini-
ment petit? Mais le prémier produit feroit ¥cp
and , & le fecond ne le feroit pas affez. Il fadt
one tenir le mili¢u; & prendre pour fecond
Produifant la Circonférence firuée égalemert
entré le Sommet & la Bafe, c'eft-2-dire, celle
qui feroit décrité par [ Raion PQ.’ :
- Ceete mefure eft abfolurtieht ‘14 m€mé due

¢élle que nous avidns trdivde d'abord. Car I

Clrconférence dort PQ eft fe Rifion et préci-
fment moitié¢ de1a Circonférence de Ia grande

* Bafe. Pdur le provvét ; tappelicti-iiousqueles -
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Circonférences font. entre elles comme leurs S==——
Raions. Le Raion AC eft double du Raion Liv. IIL
PQ, Car AC étant paralele & PQ, le grand cn Scr,
Triangle ASC eft femblable au petit PSQ; & ’;"h'm
par conféquent leurs Cbtés homologues font
~ proportionels. Donc AC eft 3 PQ, comme SA ‘
eft a SP. Or par la fuppofition SA eft double de
" SP. Donc AC eft double de PQ, Donc la Cir-
conférence de la Bafe AC eft double de la Cis-
conférence mitoyenne PQ. '

Le développement de la Surface conique Fig. €3¢
nous rendra fenfible la bonté des deux démonf~
trations précédentes. Suppofons que f'on fende
legérement le Céne OAg dans la direGion du
Cété OA; & quiapres avoir enlevé cette fuper-
ficie, on l'étenge fur un Plan: elle ferale SeGeur
OABA; & la Circonférence de la Bafe ABfe
trouvera transformée en Arc d’un autre Cereley
dont le Coté conique OA eft le Raion. '

Je dis que cette Figure eft un Se&eur. Car le
Point O o rous les Cbtés du Cdne font réunis
eft 3 diftance égale de tous les Points de la
Courbe ABA; puifque tous les Cotés du Cone
font égaux. Donc la Courbe ABA eft une Cour-

. be cireulaire. x

..Or 1a. mefure de ce Se€teur eft le produit de
P'Arc par la moitié¢ du Raion, ou du Raionpar
Ia moitié de I'Are, Et voila la confirmation de;
la preniiere preuve. , :

. Paur avoir la confirmation de la feconde , da:
Roint O pris pour Centre & de l'intervalle OP
moirié de OA, décrivez dans la Surface conique
développée FArc PQP. Cet Arc qui feralatranfs:



S
Ev. 1IL
JI. SECT.
Luar. 1L
S. 1L

Fig. 70.
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formation de la Circonférence circulaire PQ
dans le Cone, eft moitié¢ du grand Arc ABA. Car
les Circonférences & les Arcs de méme nombre
de Degrés font comme les Raions. Or le Raion
OA eft double du Raion OP. Donc I'Arc ABA
eft double de ’Arc PQP. Donc pour avoir la
Surface du Secteur QABA, il eft égal de multi-
plier le Raion OA par la moiti¢ de TArc ABA,
ou par I'Arc entier PQP. Lo
Obfervons que le Seeur feroit égal 3 un
Triangle reiligne retangle dont la Bafe feroit
PArc ABA redtifi¢, & dont le Coté perpendi-
culaire feroit le Raion de I'Arc. Si dans ce Trian~
le on tire la Ligne PQP parallele 2 la Bafe, en-
?otte que le Point P foit 3 égale diftance de O
& de A, cette Ligne fera I'Arc PQP redifié.
Par le moyen de cette Parallele, on a deux’
Triangles femblables OAA ; OPP, dont les Co-
tés homologues font proportionnels. . Par con-
ffquent, la grande Bafe ABA eft 2 la petite Bale
PQP, comme le grand Céré OA eft au petit
Coté OP. Or OA eft double de OP. Donc ABA:
eft double de PQP. Donc pour avoir la Surface
du Triangle égal au SeGteur & 2 la Surface co-
nique, il eft indifférent de multiplier le Coté: .
OA par la moitié de la grande Bafe ABA, ou
par la petite Bafe entiere PQP. -

Dk Surface conique paffons 2 celle du Cé-
ne tronqué. Je fuppofe que cefoit par un Plan
parallele 2 la Bale, & par conféquent que la:
Bafe fupérieure foit un Cercle plus petic quela:
Bafe inférieure, Coee e Le
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Le Cone en cet état n'eft plus environné de ===
Triangles, mais de Trapézes infiniment étroits, Liv: I
dgaux en hauteur, & dont les Bafes font dans la II- 80T
Circonférence des deux Bafes du Solide. Cha-'cgfﬁ 1.
cun de ces Trapézes a pour mefure le produit ™
de Hauteur , c’eft-2-dire, le Coté du Cone tron-
ué, par une Moyenne arithmétique entre: fes
eux Bafes. Donc la valeur de rous ces Trapd-
zes eft le produit de laLigne #A, Coté du Cone
tronqué, par l¢ Circonference m# mitoyenne '
entre les Circonférences des deux Bafes du Céne
tronqué. Car toutes les Bafes moyennes des
Trapezes environnans fe trouvent dans la Cir-
conférénce mitoyenne mz, - '
En effet, la Surface du Cdne tronqué eft formée
par le mouvement de I'Oblique 4A autour de la
Circonférence des deux Bafes. Mais le Point
- allant plus lentement autour de laBafe 46, que le
“Point A autour de la Bafe AB, il eft clair que le
produit du C6té 4A par la Circonférence de la
-Bafe fupérieure feroit trop petit; & qu'il feroit
:trop grand par la Circonférence de la Bafe infé.
-rieure. Donc pour avoir un produit exact, il faur
multiplier le Coté #A par une Circonférence ma
- qui tienne le jufte milieu entre les deux Bafes.:
- Ledéveloppement de laSurface duCénetron-
‘qué nous met fous les yeux lajuftefle de cetre
mefure. Car cette Surface érendue fur vn Plan
:nous ‘préfente une elpéce de Trapéze dont les
deux Covés paralleles font deux Arcs de Cercle
'concentriques de méme nombre de Degrés. En
-affer; {1 le Se@eur entier OABA contient l2Sus-
-fage du Cdne-enticr ; pour en Oer la Surfacedu
: ‘ Cc ' ’
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petit Cne Oab, il faut en retrancher fe Seéteur
Oaba. 1l refte donc pour 1a Surface du Cone
tronqué une portion de Couronne circulaire
aba, ABA, laquelle eft une efpéce de Trapéze.
. Or_la valeur de cetre portion de Couronne

-ou de ce Trapeze eft le produit de la Hauteur

.4A , par un Arc concengrique , mitoyen & pa-
-rallele aux deux Bafes, corume on I'a prouvé
-dans le Livre préefdent, * = .

... Enfin, le Se@eur entier OABA eft ?al aun
-Triangle re@ilighe qui aurojt pour. Bale une
Ligne droite égale’d FArc ABA ,-& pour Hau-
zeur le Raion OA. Sil'on prend fur OA la partie
oa égale au Coté du petit Cone retranchés &
‘que par ce-Point on fire aba Parellele 3 12 Ba-
Ee, cette-Ligne fera égale 3 PArc wba du Sec-
.teur. Le refte du Triangle, ceft-2a-dire, le
Trapéze aAA«, exprime danc la Surface de la
-portion de Courppne circulaite ow du Cane
tronqué.- S

- 'Or la valeyr:de ce Trapéze rediligne eft fe
produit de la Hauteur 4A par upe Ligne mmm
smoyenne arithmérique entre les deuxBales.Donc
daSurface du Céne tronqué eft le produit de fon
Cor¢ 4A, par la Circonférence d'une Bafe mi-
toyenne entte les denx Bafes du Solide. Gar (i la
Ligne droite aba exprime la petite Circonféren-
weba; & fi la droive. ABA exprime lagrande
Qirconférence ABA, la Ligne meyenne mwm
gxprimera la Circonférence moyentde mwm.
v On va vair bien-tot de quelle importance il
-eft de fe bien mertre dans ['efprit cette mefure
ube-Cone tronqué.. Geft pour gesie.tailon que
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je m’y {uis érendu: peun-bree plus que le Tujer en =

lni-méme ne de Eim?ém & Sedtion d Co :L[ws:cn
"ai towjours: 2 que 1a Se&tion du Cone -11. SECT.

trgn‘qpé ¢toit ;parallele ;] la Bafes & par conﬂ-“c:‘ﬁ' L

quent un Cercle. SilaSe@ion éroit une Ellypfe, *

le Cérnie tronquié feroit .etm'éomzé &:on de‘fd“rg-

s égaux , mais d’'une infinité de Quadril-
I‘?es Arséguliers; & l'on fent. aifémex% que fa
Glomérrie ordinaire ne peut fournir des mé-
thodes pour évaluer une Surface compoféede
pareilles Fll;gures, do‘nﬁla?’mﬁabilité ;nﬁni‘es

ue. la Se@ion ellypti eut §'¢loigne

f: ‘:?q socher & Einﬁni‘dzla?g:égion circuli:

Par la méme raifon, je ne patle point de-lp
Surface des Cones inclinds. S’ ireﬂ: 1 difficile de
trouver la Surface du Cylindre oblique , ménle
-pdr approximation , celle du Céne incliné doit
préfenter des diffeudrésplys infycmpprables en-
core.

Mais en fe bornant ay Céne droit , il ne fera
pas inutile d'en comparer la Surface avec celle
<du Cylindre dreit .de méme Bafe & de mémge .. -
dHauteur. Le Cone eft au Cylindre ce que | o
samide eft au Prifime. S$i donc la Surface Pyrs- -
anidale eft un peu plus de 1a moitié de la Surface
Prifma »:il faut dire que la Surface-conique
ﬁ dans le méme rapport avec la Susface’ cy»

- dti . . .. . o \ 1y
5 ;:En'gz'eet,- fans parler des Bafes , 2:1'égord def-
as.le:Cylindre eft dowble du Cone, Ja Sui-

de du premier-eft le produit de la Circonfé-
xence de f Bafe par {a Hauteur; & la Surfack
Wtﬁkprodﬁt&ladmné@iﬁbnﬁreﬁﬂé

ci :

~
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e, d'une Bale. égale. par Je ‘Coté dlu Cone. Mais le

Liv. IN. G6té du Cone étant oblique fur la Bafe, eft plus

Ik SEeY. . grand ique la Hauteur du Céne & du Cylindre. -

-Cuar. UL por conféquent, 1a Surface conique eftplusde
* " la moitié de la Surface cylindrique. - '

- CHAPITRE III
o o - Sutface de:;Pcfbé’drc': zi:fdcetfé,f."f'.; o

. Pig. 50, lA Surface des Polyédres 3 facetes ne pré-
jI, &c. fente aucune difficulvé confidétable. - Sils
- font réguliers, il fuffit de- mefurer- une des Fa-

ses, & den repérer la valeur aurant de fois

quil y.en a {ur lePolyédre. H eft méme facile

' les. féduire toutes .en une feule Figure de

méme efpéce ; de faire, par exemple , un Trian-

gg dquilatéral quadruple-gu otuple, ou vingt

is plus grand quun Triangle donrié, pour

avoir-dans un feul Triangle la Surface  du Té-

£raédre y de 'O&acdre, & de I'Icofacdre < E¢

.de méme un Quarré fettuple , & un'Pentagdie
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dodécuple qui contiendrone: la faperficie de ===
PExacdre & gu Doiiécaedre. SO lu ﬁws"lll.
= l'égard des Polyédres A facetes irrégulie- - 1I: Sacz.”
res; il geﬁ: clair qu'il fauc mefurer fépar éz:am'ﬁ*“& iv.
toutes les Faces inégales ,- & faire' une Somme:
totale de fuperficie. Cer article né méritepas
dd nous arréter davantage.: P‘aﬂbns 3 queque)
daofc de: plus mtétcﬂ'ant; L

[RY

CHAPITRE IV. .
Smfacc de la Spbere ..- O

IL Y y a gueres de-Surface plus dxﬂ’icxlci me-
. Afurer-que celle dela Sphéte. En vain ticho-

roit- on d’en: découvrir les Produffans 3 force:
de la'confidérer envelle:méme.. Il faut néeeffai=
rement. la: rapprocher de quelque autre Surface
courbe plus-connue. .. ..

Aprés beaucoup-de tentatives, fes. Géométtes
font parvenus i démontrer par des: preuves
aflez compliquéesy que ila Surface de la Sphére
efbégale 2 la Surface courbe duCylidre circonf®
crit: On-donne ce-nom aa Cylindte dans lewk
la -Sphére feroit contenue fi-exalement, e

-ne le.déborderoit en aucun' fens.. Ce-Cylindre
auroit pour Bafe un grand Cercle de 1 Sphéres
& pour Hauteur lee ow le Diamén'e de la
méme Sphdre. -~

Je ferai.ufage de cc&démonﬁrmms Mais
quelque force qu'elles aient en effer, il faut
avouer qu'elles laiffenc dans{’efprit une difficult§:

Cc iij.
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s {ygppante s fur laquelle clles sépandent pev dd

Livi Ik
Il SzeT.:
GCGiedv. IV

_moink e

lumiere. Il eft certain, dira-t'en 4 quil 0y d pis
plus de Ttanches cigculajres: ddns le Globe: que
dans le Cylindre circonfcrit. Le hombre des
unes & des autres eft déterminé pat I'Axe du
Globe, lequel eft en méme. tems Hautgur du
Cylindre. Dans l'in. & dans, Fautre Solide, la
Surface " eft formée par les Circonfdrences du
méme nombre de Tranches. Mais dans le Cy-
Iiadre, toutes les Circonférences R‘Sflbdﬂalmé-
me grandeur: auliey que dans le Globe, A l'ex-
CCpt%on du gran étqr%le-zza}‘-au'i: Pranches
cylindriques,, tous les autres vont en diminuant,

& deviennent prefque imperceptibles vers les
Roles. Or il éft inconcevablé qu'uin amas;de pe-
tites Circonfétences forme une Surface aufi
&ndc qu'un méme nombrede grandés Circon-

nees toutes égales, Done s conclura-t'on,
ls Surface caurbe du Cylindre circonferit dois
étre plus grande que celle de la Sphére,

. -J¢ fgais’que ce raifonnement n’eft qu'une dif-
ficulté. Mais elle eft preffante; & I'on ne peut trop
fe hiter de la réfoudre. La voie que je vais pren-
dre pour ésblir la propofition quiil s'agic de.
prouver, diffipera, comme je Pefpete, toute
einbre de doute; & quand-elle. Laifferoit en-
ente. .qx_!el?ue chofe . défirer., elle préparera du

priz 4 recevoir fans répugnance des
démionftrations plus rigoureufes..- -+ -
Nous avons vu que la Circonféeence - du de-
miiCercle génératenr formoit la Surface de. la
Sphére pac’ fon-mouwement autour de I'Axe;
peindant. que le 'Plan du méme deni - Cercle
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ea formoit la Solidité. Puis donc que la Sue-
~ face: de la: Sphére n'eft autre chofe que la Cir-
confévence du demi-Cefcle générateur repé--
tée ‘continuellement depuis le Liew dou elle:

art jufqu’ ce:qu'elle y foit revenue, Ceft par:
acondoillance. exate de cetté Coirbe & deifa
tévolution autour de I'Axe; que nous pouvorig
enic ‘4 connoitre la Surface: du Globe-qui
cleftle réfultar: < - 7 . .t
-+ Pumir cela fippofons que de rous les Points de
BAxie' AB;, on éleve des Perpendiculaires termis
nées:Xla demi-Circonférence ADB : la fuperfia
eie: drdemi-Cercle en fera couverte fans voided
Si I'on ¥zt tourner le demi-Cercle autour do
PAxeéy il eftévident 1°. que les Perpendiculaires
- paralleles formeront par leur mouvemént l&
Solidit¢ de la Sphére. 2°. Que chacune d'elids
scacera unCercle dont elle efide Raion. 3°. Quo
le plus-grand de ces Cercley fera décric par la
Ligne CD Raion du demi- Cercle; & queles
autres: iront en diminuant en en-haut & enen-
bas; jufqu’ ce qu'ils fe confondent avec les Pée
les A & B. 4°. Enfin que I'extrémité de ces Pers
pendiculaires qui s'identifient avec la demi-Cir-
conférence foxmeront la Surface de la Sphére. -
Qbfervons avec foin que cesPerpendiculaires:
. parallelesicouvrent duh coré tout g’eﬂxe AB; &
ge l'autre toute la' demi-Circonférence ADB..
De forte que [|Axe: poutra écre regardé comme
une faite- des extrémités des Perpendiculaire s
pendant. que la demi-Circonférence fera auffi
une fuite des extrémités oppelées des- mémes
Ligpes. Cependant la.dem:glitéonférence ADB
Cciv

[ ]
Liv.

1. Smets
CrAPr. IV

Fi'g& 7 S
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smssmens? ot plus grande que 'Axe AB de plusd’un tiers.
Lrv. 1. Car la Circonférence du Cercle érant au Diamé-
. JISBCT. tre, au moins.comme®s eft 2 1, ouicomme 6 eft
€uAr. IV- 3., , la demi-Cirvonférence fera au méme Dia-

métre, au moins comme 3 eft 2 2. .

1l paroit fort fingulier qu'un amas de Lignes
placées les unes 2 coté.des autres fans intervalle,
forment par:leurs extrémités d’un coté une
Ligne droite, & de l'autre une Ligne courbe
d’une plus grande-é&endue. E cela feroit incon-
cevable, fi ces Lignes: élémentaices n'avojent
aucune Largeur. Car un amas d'un'méme nom-
bre de Points indivifibles, tels que feroient leurs
extrémités, ne pourroit farmer qu’une érendue
égale, fitant eft qu'il en piit formeequelquiune.
Puis donc que ces extrémités forment des éten-
dues {i différentes, comme on n’en-peut dou-

_ter, il faut conclure ?lze les Lignes €lémeotaires

> quoiqu’infiniment pe-

1

ont une Largeurir¢e
wre.. e :
- Mais dés-lors tout s'applanit. Nos. Perpendi-
enlaires fur I Axe forment une Lignedroite d'un
eoré, parceque chacune.d’elles touche I'Axé par
une fection perpendiculaite. Mais elles abou-
tiffent furla demi-Circonférence par une fe@ion
eblique prife dans leur gpaiffenr, & plus grande
pat c:p‘n(gquent que- la feCtion. perpendiculaire
qui les termihe. par Fautre. extrémité. -D'ot §f
sefulte que chacune de.ces Lignes rqurnant au-
xour de fon Centre'placé dans I'Axe, décrira
par {a fection oblique dans fan mauvement de
rotation, . non_la. Sueface d'une Tranche cyline
drique, mais la Surface d'une Tranche conique,
3

+ 0

Y

~—~
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c'eft-d-dite, d'un'Conetronquéinfiniment minde. —N
Ce rapport que nous appercevons déja entre Liv. 1L
la Surface du Cohe & celle de la Sphére, mérite 11 SBCT.
d'éere approfondi , pour mieux faifir l’analoﬁ Caar. Iv.”
qu'elles ont entr’elles ; & pour en remarquer ¥ '
différences. - T e
‘Reprenons donc le Triangle générateur du’ Fig. 71.
Cane ; & fuppofons que fur tous les Points de
PAxe SC, on ait élevé des Perpendiculairester~
minées obliquement dansle C6téSA. Ce Cord du
Cone eft-une Ligne plus lorigue que 'Axe. Par
conféquent, les Perpendiculaires fur I'’Axe ;qui
ne le coupent qu’en un feul Point, coupent en:
plus d'un Point le Coté oblique SA; ce qui e
fe peut faire, qu'en fuppolant que chacune de ces
Perpendiculaires eft termhinée fur 'Axe par une
fe@ion perpendiculaire , & fur le Cté SA, par
une fection oblique ptifé/dans I'épaiffeur de la-
Ligné, & plus grandeque la foion pérpendi-
culaire. Il faut donc concevoir chacune de ces
feGtions . obliquesi comme le Coté d'un Céne
tno'n\iué infiniment mince , c’elt-3-dire , comme
le Coté d’'une de ces Tranches dont nous avons
dit que le Cone étoir compofé. 7
Mais comme SA Coté du Cone entier , eft unis
forme dans fon Obliquité, nos petites Obliques
feront auffi toutes égales , & formeront par leur
révolution autour de I'Axe de petites Surfaces
coniques, dont le Coté fera égal, quoiqu'iné+
galement- diftant du Centre de leur rotation.-
Ai ne(‘}: ces petites Surfaces diminueront dans leur
contour, 2 mefure qu'elles s'éleveront & qu'elles
apProchetqnt. du Sommet. -




‘Ponr-ne pas intexrompge le £l du.difcoun , jo me cov-
éﬁ@u’fﬁ‘n :Zmpc;:‘gﬁl?gé “des l?’e‘ux. M}xs ile®t srreﬁ rouver
géoméusiquement que I'Aro-BA eft plus-grand x 8 nlpmpﬁ
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ohrbre de Perpundicul iret iin 4 26tirert: WS-

dams ¥ Are DE
terminent tes
Bk rfont pds 32 mome: Wbiquite #1- 1a-meme:
grandeur 5 & font. ad conerdite d'mtaiit’ plus
cbliques & d'autant plus gtarides , que 12 Coure
be DA s’approche davantage du Pole A. Donc
anfin les Sarfaces -du Cdhes tronqtiés ; qu'elles
foonieroleat pae feur révelition autour de I'Axe,
:;Ebtmomumpc&wnrﬁul & méme Chne;
$ frdicnr des comimenceniens de Conés élif£
ferens les uns des gutres. - .o
“Poyoms malnvesant ¢8 qui-doit rdfuleer dé g
révolution de voas:ces Cotés de Cones; -~ - -
--1°, Lo Raion CD également éloigné des detix
Pates:de. FAxe ; nepeut eéuper-qu'un {¢ul Pojiit
dand In! demi-Cirootiférence. Par conféquent;, 1¢
Raing. D doi¢ éere conlldéré éomre un anr@
£is blus ghand-que {'Arc DE. Pour fe démantrer foirtiréle,
Nl'ibg ixﬁtgua? otde EA: Ces deux’ . émi_xt égales. Caf
érgut égaloineni éloignées de Is Pespendiculaire EF qui pastage
I¢ Raion CA en deux partigs égales , elles ont la méme Obli
qitit¢ fur ce Raion CA en partamt du méme Potit E. D*inautre,
c‘z& le Ruion CE eft égalaw Badion CA. Doncle Trianglé ECA'
eft équilatéral. Donc,LAnﬁ}g ECA cft de 60 Degrés. Doacl'4re
EA mefure de cet Ahglé eft auffi de 6 Degtés. Doac I'Arc ED
b Conploment n'eft que de do. . AR
_.On_pougroit encore prouver qu'une Perpendiculsire €levée
. an miliey & démi-Raton FA au Point H partageroit en deux
partiey crds-indgales au Point &, PArc total EA; & que I'Are:
pjrticl GA feroit beaucoup plus grand que Pautre patrie BG. .
6l il fuivrolt que les trois quarts de nos Perpendiculsires fur
le Raion CA font gutrés couvere que Ia moitié de 'Atc DA ;
& que le dernier quart de ces Perpendiculaires couyrira un Aee
de 45 Degrés. Mais il eft inutile d’entrer dans ce détail. Ceque.
nous avens dit fuffit pour faitéd comprendre,que chaque Perpene
diculaire fur le Raion CA coupe-une partie d’autant plus )
dans le quart de Circonférence DA , que la Perpendiculaise ¢
plas ptoche da Potes - - - . - - .

try. I,
[y 00
2mAr: IV

Fig. 78,
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.-2% .Le ‘Raion;.qui, fuit immédiatement CD
doit étre  aufl} congu qomme: compofé d'une.
infiité de Tranches, cistulsices du. fecond ‘or-
drq s mais inégales 3 mefure quiclles sdloignent
de la Tranche CDy Gak le Point quifuit.Didans.
Iz demi-Circonférente eft, conpé dans foti épail-:
feur par une fedtion un_peu obligpe; & par. -
coriléquent préfesite une pétice Ligng, plus grang-
de a_ue la Hauteur perpetidiculaire-da Point D.
Aufhi-ce {ecdnd’ Raign, ‘en circulant, autour de,
IlAxe; doit former un Cone. tronqrué- dont le:
(‘(36té_ eft prefque perpendiculaice: oo

“Pour avoir la Surface eourbe de.ce Cone; il:
faut'multiplier , non la Circonférence de faBafe.
inférieure, ni celle de laBale fupérieure , mais.
la Circonférence de la Tranche mitoyenne du,
fecond ordré, par le, Coté oblique. Cette Cir-:
conférence mitoyenne eft tant l%it peuplus pe-
tite ‘que celle d’'une des Tranches du. Cylindre.
précédent. Mais aufli le Cété oblique-eft tant .
forpeu plus grand que le C6té du Cylindge DC..

vay A e e
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Ainfi ce qué la Surface ‘du Cénie tronqué ‘perd =
daris un dé fes Produifans, elle'lé regagne dans Lrv: TIL
Pautre. :On‘a donc tout lew de croire que la 1I. SxcT,
Surface de.ce'Cone eft égale ¥la Surface courbe Ciar. 1V,

du' Cylindre CD. .
3° On doit faire le méme raifonnement par
rapport- aux: ‘Raions fuivans qui diminuent peu
A peu de longueist; mais auffi qui font terminés
dans la Circonférence. du demi-Cercle par des
‘Obliques toujours un péu plus longues que celle
qui-termine le Raion précédent.
Cette diminution r'eft pas fort confidérable
julqu’an Raion petpendiculaite EF placé'fur le
milieu du demi‘Axe CA/ Cat ka moitié des Pe
endiculaires ?ui font épuiféés; ii'ont coupé dan;

-¥Arc DA que {a partie DE plus petite de moitié
‘que lapartie EA réfte dé I'Arc. Auffi les petivds
‘Obliques 'qui- terminent “¢es Perpéendiculaites
depuis D jufqu’en E; n'ofit regu’ que trés-péh
dabgmercation. Mais la partie ‘d’Arc dépuiis E
jufqu'en: A: tendant 2 fe précipiter vers le'Pdle,
Fautre mokié des Raions perpendiculaires di-
smminue plus fenfiblemett de longueur 3 mefure
qu'ils approchent du ‘bour- dademi-Axe Ca.
-Auffi teur extiémité oppoféeicoupart un plus
grand efpace-dans 'la Citcenférence du demf-
.Cercle, eft terminée pat 'wne 'Oblique qui s'al-
-lorigé A proportion- quele Raion diminue de
longueur. RS RN A v 4
- " 4% La-derniere Perpetidictlaire placée fur le. i< .0.i%

Coré du: Péle Ai et dyirie -extréme petitefle. 'S

Commie:ce théme C8td de :A eft entierémetit

frappé par lei Point voifin'dé i Qoutbe circd-
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ermingat 3 1'Akc prrusie'Oblique qui deviehe
-dfsucant phus grande ;quw'elle-approche- du Péle,

-en-méme tems. que :los Perpendiculaites ‘dimi-
-anigne de longuear, : Mais - S‘ﬂ bien fir quela
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II. SBCT.
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dithinution: des Raions. perpendiculaires, foit
en méme Raifon que 'augmentation des Cotés
obliques? & que cette Raifon fe conferve tou-
jours la méme depuis-le Point D jufqu’au Péle
AR o
* Pour rendre 'objeétion plus preflante, il fauc
confidérer que: la Surface cylindrique. formée
, pat la révolution du'Point D, eft le produit de
t’ Circonférence d'une Tranche du fecond ot-
dre par la Hauteur du méme Point D3.& que
. la Surface conique formée par la révolution de
-1a feconde Perpendiculaire qui touche fe Raion
- CD. eft le produit de la Circonférence d'une
. Bafe mitoyenné- du fecond. otdre par le Coté
_oblique de ce, petit Cdne- trofiqué.’ Mais pour
_que cette Surface conique fiit égale 2 la Surface
cylindrique, il faudroit que les deux Produifans
-de Lune fuffent réciproques aux &eux Produi-
fans de P'autre, c’eft-3-dire , que la Circonféren-
.ce de la Bafe du petic Cylindre fiit 2 laCircon-
-férence miroyenne du Céne tronqué, comme
-le Coré de.ce méme Cone.eft 2 la Hauteur du
Cylindré. Or cette Proportion, quelque vrai-
.femblable qu'elle foit, n’eft pas démontrée en
- rigueur dans la preuve qu'on vient de lires :
.. . Telle eft 'obje&ion..J’en reconnois toute la
-forge; & qui plus eft; je ne tenterai pasd’y ré-
.pondre. La Métaphyfique de Etendue qui me
. conduit aux Elémens infinithent petits dufecond
-ordre, ne m'apprend .point ¥ les calculer en
_rigueur. Je me contente.de la grande vraifem-
blance que I'onm’accorde; elle fuffit pleinement
- pour donner uie idée: niette derla Courbe:géné-
' ' satrice
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ratrice de la Sarface {phérique, & pour diffiper memem—
Papparence de paradoxe que préfente l’égafité Liv. IIL
de cette Surface avec celle du Cylindre. II. Secr.
Pour fuppléer néanmoins A ce qui.peut man- CHAP- 1Ve
quer A ma preuve, jaurai recours 2 celle que
les Géométres ont coutume de donner, & qui-
pourra paroitre plus démonftrative. La mienne
n’y fervira, fi Fon veut, que de préparation;
mais enfin elles fe foutiendront mutuellement,
& il en réfultera dans l'efprit des Lecteurs une
conviction plus parfaite & plus entiere. .
Sur un Point pris 3 volonté dans la demi- Fig. 734
Circonférence ADB foit menée une Tangente
RS, dont les deux derniers Points R & S foient
également éloignés du Point de contingence H.
A Pextrémité du Raion CD foit élevée une Per-
pendiculaire indéfinie. Des deux Points R & S
foient tires deux Lignes RN, SL perpendicu-
-+ laires fur I'Axe AB. Soient prolongées ces deux
perpendiculaires hors du demi-Cercle généra-
teur, julqu'd ce qu'elles rencontrent en P & en
Q la Perpendiculaire élevée fur Textrémité du
Raion CD. Enfin du Point de contingence H
foit tirée une Perpendiculaice HM fur 'Axe AB.
Cetre préparation achevée; fi 'on fuppofe
que toutes ces Lignes reftant dans la méme fitua-
tion faflent une révolution entiere autour de
IAxe AB, il en réfultera, -
1°. Que la demi-Circonférence ADB formera Fig. 73
la Surface de la Sphére. 74
2% Que la Tangente RS formera la Surface
d’un Cone tronqué : la Perpendiculaire RN, la
Circonférence de la grande Bafe de ce Céne:la
Dd

|
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s Perpendiculaire SL, la Circonférence de la pe-

Liv. IIL.
11. SEcT.
Cuar. 1IV.

tite Bafe ; enfin FIM, celle de laBafe mitoyenne.

3°. Que PQ portion de la Perpendiculaire
QD formera une Surface cylindrique, laquelle
feroit partie du Cylindre total circonfcrit A la
Sphére, ruifque la Ligne DQ_eft Perpendicu-
laire fur Pextrémité du Raion CD. .

4" Queles Lignes PN & QL paralleles, com-
prifes dans un efpace parallele , & par conféquent
¢gales entre elles, formeront les Bafes du Cy-
lindre produit par la révolution de la Ligne
PQ.

Il eft clair que ce Cylindre auroit la méme
Hauteur perpendiculaire , que le Cone tronqué
produit par la révolution de_la Tangente RS.
Ce font donc les Surfaces de ces deux Figures
qu’il s’agit de comparer.

Pour démontrer feuré alité, il faut prouver,
ainfi qu'on I'a indiqué dans l'objection précé-
dente, que les Produifans de I'une de ces Surfa-
ces font les Extrémes d’une Proportion dont
les Produifans de lautre font les Moyens.

Les Produifans de la Surface cylindrique font
la Circonférence du Cercle dont PN eft Ig
Raion, & PQ Coré¢ du Cylindre.

Les Produifans de la Surface conique font
la Circonférence mitoyenne dont HM eft l¢
Raion, & la Tangente RS Coté du Céne trons
qué.

" Etcomme les Circonférences font entre elles
en méme Raifon que leurs Raions, on peut,

our la commodité, fubftituer ceux-ci aux Cir- .
conférences, & les regarder corume Produifans,
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1l s'agit donc de prouver que,

PN. HM :: RS. PQ.

Mais de la maniere dont ces Lignes font fi-
tuées dans la Figure, il feroit difhcile de les
comparer les unes aux autres; & nous n’en vien-
drons 2 bout, qu'en fubftituant 2 quelques-unes
dentre elles d'autres Lignes égales qui fe com-
pareront plus aifément.

Pour cela du Point C Centre du demi-Cer-~
cle, foit tiré au Point de contingence H, le Raion
CH, lequel par la conftruttion eft égal A PN
I'un des Produifans du Cylindre; puifque PN
eft ¢gal 2 DC, autre Raion du demi-Cercle.

Du Point S extrémité de la Tangente foit aufli
abaiflée fur PN la Perpendiculaire ST, laquelle
eft égale A PQ, autre Produifant du Cylindre.

Ainfi, fubftituant aux deux Produifans de la

m——
Liv. 1I1.
1I. SECT.

Surface cylindrique PN & PQ, leurs égales,

CH, ST, je dis que
CH. HM :: RS. ST.

Obfervons qu'au moyen des deux nouvelles
Lignes tirées, nous avons ici deux Triangles
retangles: un grand CHM, dans lequel fe trou-
ve CH fubftitué 2 PN un des Produifans de la
Surface cylindrique, & HM un des Produifans
de la Surface conique : & de plus un petit Trian-
gle RST, dans lequel fe trouve RS un des Pro-
duifans de la Surface conique; & ST fubftitué 2
QP, 'un des Produifans de la Surface cylindri-
ue.
. Les deux Triangles re&angle; font fembla-
Dd jj
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Liv. 1II.
1. SEcT.
Cuar. IV,

420  GroMETRIE METAPHYSIQUE.
bles. Car 1°. tous les deux ont un Angle droit.
2°. L’Angle HCM ou HCA du grand Trian-
gle , qui a pour mefure 'Arc HA,eft égal 2 'An-
le SRT du petit Triangle. Car ce dernier eft
ggal al'Angle SHE, puifque la Tangente RS for-
me ces deux Angles en coupant avec la méme
obliquité les deux Paralleles RN, HM. Orl'An-
gle SHE formé par une Tangente SH & une Cor-
de HME a pour mefure la moiti¢ de ’Arc HAE,
& par conféquent IArc HA tout entier moitié
de HAE. Donc les deux Angles SRT du perit
Triangle, & HCM du grand ayant pour mefure
I'Arc HA,font égaux. Donc les troifiémes Angles
des deux Triangles font égaux auffi. Donc les
deux Triangles font femblables. Donc ils ont
leurs Cétés homologues proportionnels.

Ces Cotés homologues font 1°. les deux Hy-
pothénufes CH, RS. 2°. Les C6tés HM, ST op-
pofés dans les deux Triangles  des Angleségaux.
Donc CH Hypothénufe du grand Triangle , eft
3 RS Hypothenufe du petit, comme HM dans
le grand Triangle , eft 2 ST fon homologue dans
le petit. En abrégé.

CH. RS ::HM. ST.
Et en remettant PN & PQ 2 la place de

 leurs fubftituées ¢gales CH & ST, I'on aura,

PN. RS :: HM. PQ.
Donc PN xPQ = HM x RS.

* Or le premier produit forme la Surface cylin-
drique; & lefecond, la Surface conique. Donc
ces Surfaces font égales : ce qui étoit 2 prouver,
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Pour appliquer maintenant tout ceci 2 Ja Sur-
face de la Sphére, il faut confidérer que nous
avons donné arbitrairement une certaine lon-
gueur 2 la Tangente RS. Nous pouvions la faire
de la-moitié plus petite ; & dans ce cas,la preu-
ve auroit été la méme, c’eft-a-dire , que l'on au-
roit vu que la Surface conique produite par [a
Circonférence mitoyenne HM & par un plus
retit Coté RS, auroit été égale 2 la Surface cy-

indrique correfpondante, dont le Coté PQ au-

roit auffi été plus petit. Par conféquent, fi 2
force de diminution, la Fangente RS devient
infiniment petite , la Surface conique qu’elle dé-
crira par fs révolution, fera égale 2 la petite
Surface cylindrique correfpondante. Or en met-
tant & part la Surface cyﬁndti ue formée par
I'extrémité du Raion CD, laqucﬂe eft commune
3 Ja Sphére & au Cylindre circonlerit, il y a au-
tant de Suzfaces coniques produites par la révo-
lution du demi-Cerc‘}e ADB, que de Surfaces
cylindriques formées par la révolution de MN
Coté du Cylindre. Donc toutes les Surfaces co-
niques formées par les Tangentes, dont 'Arc
du demi-Cercle eft couvert, font égales a la
Surface courbe du Cylindre produite par la ré-
volution du Cét¢ MN.

Mais les Tangentes, étant fuppofées infini-
ment petites, fe confondent avec Y’Atc du demi-
Cercle: ou plutor Ceft leur totalité qui conflitue
cet Arc. Car les Points dont il eft compofé,
changeant perpéruellement de Direction, for-

ment deux 2 deux le commencement d'une

Tangente, c’eft-2-dire’, une Tangente infiniment
Dd ij

S
e —————

Liv. IH.
II. Sgcr.
CHaP. IV,

Fig. z5.
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s petite. Donc la Surface [phérique formée par Ia

Liv. I1I.

1. SECT. .

CrAP. IV,

Flg- ‘7} 2
Tie

Fig. 75.

révolution du demi-Cercle ADB eft égale a la
Surface courbe du Cylindre circonfcrit.

On pourroit fuppofer que les petites Tangen-
tes dont I'Arc du demi-Cercle eft compof¢ font
toutes égales entre elles. Et eneffet, c'eft lafeule
maniere dont on les puiffe envifager quand on
regardela Circonférence du Cercle comme une
Courbe uniforme, & qu’on la confidere en fe
plagant au Centre. Mais il y auroit un incon-
vénient 3 regarder fous ce point de vie le demi-
Cercle génerateur. Car fi les petites Tangentes
du demi-Cercle font confidérées comme égales,
les Cones tronqués dont elles décrivent la Sur-
face, feront inégaux dans leur Hauteur infini-
ment petite, & cette Hauteur diminuera 2 me-
fure qu'ils approcheront du Pile. Car Ja Tan-
gente D eft perpendiculaire fur le Raion CD.
Donc la Tangente fuivante eft inclinée fur la
Parallele fuivante. Mais fi ce Coté oblique eft
égal 2 la Perpendiculaite D, la Hauteur per-
pendiculaire du Cone tronqué fera plus petite
que la Hauteur perpendiculaire du Cylindre
CD. Ainfi dans cette fuppofition, on ne pour-
roit plus 1°. partager le Globe en Tranches cit-

culaires d'égale épaifleur. 2° les Raions de ces®

Tranches perpendiculaires fur '’Axe du Globe
n’auroient })as laméme Largeur. 3°. Les Tran-
ches correfpondantes du Cylindre circonfurit
auroient une Profondeur inégale qui diminue-
roit depuis la Tranche CD jufqua la Tranche
AMbp ar cn haur, & jufqu'a la Tranche BN par
en bas. . '
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1l eft donc plus naturel , pout conferver une
égale épaiffeur dans les Tranches du Globe & du
Cylindre circonferit, de fuppofer que les petites
Tangentesdont’Arc du demi-Cercle génef:'ateup
eft couvert, font inégales, & vont toujours en
augmentant de grandeur depuis la Tangente D
julqualaTangente A d’un coté, & jufqualaTan-
gente B de l'autre. Ces Tangentes ne font donc
autre chole que les petites Obliques dont. nous,
avons tant parlé, & qui terminent dans I'’Arc du
demi- Cetcle les Raions des Tranches élevés
perpendiculairement fur I'Axe AB. Il eft démon-;
tré que ces petites Obliques décrivent une Sur-.
face égale 2 la petite Surface cylindrique cor-
refpondante. Donc les Produifans des deux
Surfaces font réciproques. Donc I'augmentation
de ces petites Obliques eft ermméme Raifon que
la diminution des Raions des Tranches. Ainfi,
nous avons la preuve en rigueur d’une vérité
que nous ne faifions qu'entrevoir avec la plus
grande vraifemblance ; & nous voyons que la.
.preuve géométrique sunit avec les con‘?xdéra—
tions métaphyfiques, pour former une démonf-
tration complette, qui leve toutes les difhicultés
& diffipe tous les doutes.

Il réfulte de cette découverte plufieurs Co-
rollaires intéreffans.

1% La Surface de la Sphére eff le produit de
la Circonférence dun de ‘/e): grands Cercles quel-
congues , par fon Axe , ou ce qui eft la meme chofe,
par Lun de fes Diamétres. Car la Surface courbe
du Cylindre circonferit eft le produit de la Cir-

conférence de fa Bafe ( égale au grand Cercle:

Ddiv

Liv. IIL
11. SEcT.
CuaAP, IV,
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Liv. III.

II. SBcT.
Cxq. Iv.
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de la Sphére) par le Goté du Cylindre (¢gal
auffi 2 'Axe de la Sphére.)

2% La Surface de la Sphére eft égale i cells
de quarre de fes grands Cercles o4 , ce qus eft Ia
méme chofe, i la Surface d'un Cercle quadruple
dun de fes grands Cercles. Car la Surface dun
grand Cercle de la Sphére eft le produit de la
Circonférence par la moitié du Raion oy le
quart de I'Axe. Donc le produit de la Circonf-
vence par I'Axe entier ( ce qui forme la Surface
du Globe) eft quadruple d'un grand Cercle. On
aura donc la Surface du Globe, ainfi que la Sur-

face courbe du Cylindre circonfcrit, dans une

Fig. 77.

urface plane, ceft-d-dire, en un Cercle dont
I'Axe du Cylindre ou du Globe feroit [e Raion.
3°. La Surface de la Spheére , ainfi que la Sur-
face du Cylindre circonfiriz eft égale.a un feul
Rellangle, dont la Bafe Jeroit une Ligne droire
égale a la Circonfévence du grand Cercle, & qui
auroit le Diamétre pour Hantenr. Car ce Rec-

* tangle feroit dgal 3 quatre grands Cercles de la

Fig. 78.

Sphére.

4 La Boéte entiere du Cylindre circonfirit
eff 4 la Surfuce de Ia Sphére comme 6 eft i 4., on
comme 3 eft a 2. Car la Surface courbe du Cy-
lindre circonferit vaut quatre grands Cercles de
la Sphére. En ajoutant celui de la Bafe inférieu-
re & celui de la Bafe fupérieure, on aura fix

_ Frands Cercles pour la Surface de la Bogte cy-
i

ndrique. La Boéte fi)hérique €n vaut quatre.
Donc.

§° Le Quarré du Diamérre de s S here eff

@ la Surface de la Sphére , comme le méme Dia.
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métre eft a la Circonférence du grand Cercle. Car =====t==y
le Quarré du Diamétre eft le produit du Dia- Liv. IIL
métre par le Diamétre; & la Surface de laSphére 11 Szor.
eft le produit de la Circonférence du grand Cer- Caar. IV,
cle par le Diamétre, Or lbs Figures quiiont un
Produifant égal , font entre elleg comme les iné-

-gaux. Donc, &c. Le Diamétre eft 2 la Circonfé-
rence 2 peu prés comme 7 3 22. Donc le Quarré
du Diamétre de la Sphére eft un peu moins du
tiers de ld Surface de la méme Sphére.

On ‘Peut- obferver que lafection du Cylindre
circonlcrit, coupé dans la direction de 'Axe,,
~ eft auffi le (%\_xarré du Diamétre de la Sphére.

Donc cette fection eft aufli un peu moins du
tiers de la Surface courbe du Cylindre.

6°. 1l n'eft pas plus difficile de mefurer des Fig. 583.

parties de la Surface de la Sphére, que de me- 6%
furer la Surface entiere. Ainfi, la Surface dune
Zine & d'un Segment on Calote [pherigue, efp
e produst de la Circonférence dun grand Cercle
de la Sphére, I.zr la ;artim d Axe ou de Diamé
tre comprife dans Lépaiffenr de la Zine on dm
Segmens. Car laSurface de la Z6ne ou du Seg-
~ment eft égale 2 celle de la portion du Cylindre
circonfcrit qui lui correfpond. Or celle-ci eft le
produit de la Circonférence du grand Cercle
par la portion du Cété compris; & cette por-
rtion eft égale 2 la partie d’Axe qui fe trouve dans
la Z6ne & dans le Segment. .
. Al'égard du Seteur, nous avons v qu'il eft
compolf¢ dun Segment & d'un Cdne droit. On
feait la mefure de la Surface d'un tel Cone dont
le Cérté eft Raion de la Sghétc.‘ Il,an1 s'agit que
! v
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memews ' joindre la valeur 2 celle de la Surface du
Liv. 1l Segmént, pour en faire une Somme totale.

JIL. S$BCT.
-VI N

B
N A

e

TROISIEME SECTION.
. STEREOMETRIE,
Mefyre de la Sa[i;lite’ des Polyédres.

A Pres avoir mefuré la Surface des Solides,
A X ceft-2-dire, cette elpéce de boéte dans
laquelle nous concevons le Solide renfermé,
il faut enfin examiner en quoi confifte la Soli-
dité, c’eft-a-dire, I'étendue complette.

1l n’y a aucune portion d’étendue qui ne com-

enne réellement les trois Dimenfions. Mais

a Longueur, la Largeur. & la Profondeur étant
imperceptibles dans le Point, on peut quélque-
fois I'en dépouiller par I'efprit. LaLigne ne nous
préfente que la Longueur; & Pon fait aifément
ebftrattion de fa Largeur & de fa Profondeur.
X.a Surface ne nous montre qu'une combinaifon
de Longueur & de Largeur, dans laquelle 'idée®
de la Profondeur n’entte pour rien. Mais le So-
lide téunit clairement les trois Dimenfions.

- Nous avons vi que les Points font Elémens
de laLigne:les Lignes, de laSurface. Les Surfa-
ces font donc Elémens du Solide. Par confé-
quent, il faur confidérer le Solide comme un
aimas de Tranches infinitent mirices pofées pa-
rallélement les unes fur les autres , & gi,:_s inter-
Vaue @m't'e euci. vt b
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" Si les Tranches font égales, elles forment i m—
Priftre. Lorfqu'elles font inégales, &.qu'elles Liv. IIL

fe terminent ou tendent 2 fe terminer en poin-
te, elles forment dés Pyramides. Enfin, elles
formeront des Polyédres 2 facetes ou des Glo-
bes, lorfqu’aprés avoir été d’'abord en augmen-
tant, elles finiffent par décroitre.

X

CHAPITRE PREMIER.
SOLIDITE DES PRISMES.

cédent fur la mefure du Parallélogramme
rectangle , détermine d’une maniere fi palpable
celle de la Solidité des Prifmes, quil fuffira d'en
faire I'application.
~ 11 eft evident, difions-nous, que le Re&angle
éft produit par la Bafe AB réPét%e autantde ftg)is
qu'il y a de Points dans le Coté perpendiculaire
AC. Car fi de tous les Points de AC, I'on tire
au Coté oppofé BD des L;%nes paralleles, &
par conféquent égales 2 la Bafe, elles couvriront
tout I'efpace du Rectangle. Donc pour avoir la
valeur de cet efpace, il faut prendre autant de
fois la Bafe AB quil y a de Points dans le Cété
AC, ceft-2-dire, qu'il faut multiplier la Bafe
par le C6té perpendiculaire.
Suppofons, difions-nous encore, que nous
n’ayons que la Ligne AB, & que nous ['élevions
toujours parallélement 2 elle-méme, en forte

quen quittant {2 place, elle y laiffe une Ligne

CE qﬁe nous avons établi dans le Livre pi-é— :

111, Sect,
CK“. r‘

Fig. 79
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ale, le Re&angle fera formé. Mais cette Ligne
AB étant compofée de Points, chacun laiffe aufli
un Point dans la place qu'il quitte ; & la fuite de
tous ces Points forme des Lignes perpendicu-
laires. Par exemple, le Point A trace la Ligne
AC; & le Point B, la Ligne BD. Le Re&angle
eft donc couvert d’autant de Lignes AB, qu'il
y a de Points A dans le Coté AC, oude Points
B dans le C6té BD, ou dans toute autre Ligne
]:ertgendiculaire tirde de la Bafe fupérieure fur

"inférieure. Donc pour avoir la mefure du Recs
tangle, il faut multiplier la Bafe par la Hauteur
perpendiculaire. )

- Enfuivant laméme analogie, je conclus :Donc
pour avoir la Solidité dan Prifme droit , il faut
mulsiplier le Polygone qus lus [ert de Bafe par la
Hauteur du Prifme , ¢ efl-a-dsre , par une Perpen-
diculaire quelconque abai/fée de la Bafe fupérienre
[nr Linfévienre. Car ce Solide eft compofé de
Tranches polygonales d'une parfaite égalité. Or
il y a dans le Prifme autant de ces Tranches que
de Points dans la Ligne dé Hauteur perpendi-

" En effet laBale, C'eft-3-dire , [a premiere Tran-
¢he n’a qu'un Point de commun avec cette Li-
gne. On peut donc faire pafler par chaque Point
de cette Ligne une Tranche parallele & égale a
la Bafe. Donc il y a autant de Tranches dans le
Prifine , que de Points dans fa Hauteur perpen-

‘diculaire.

_ Suppofons encore ﬁh’éyant unPolygone quel-
conque tel que A ou B, je le fafle mouvoir foic
de haut enbas, foit de bas en baut, fuivant une
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Dire&ion perpendiculaire-& parallélement 2 {3 Sem—
premiere pofition, en forte .qu'il laiffe fur fa Liv. HL
route une continuité d'autres lui-méme: chaque 1II- Szcr.
Poiut du Polygéne laiffera auffi une trainde de CHAP- L.
Points dont la fuite forme une Ligne perpendi-
culaire. Il y a donc autant de Tranches dans le
Prifine que de Points dans la Perpendiculaire.
Donc pour avosr la valesr de ce Polyédre , il faus
multiplier la Bafe par la Ligne de Hasutenr.

11 fuit de-1a 1°. que dewx Prifmes droits quel-
conques font éganx lor[qwils ont méme Bafe &
méme Hantenr. Or quand on dit méme Bafe , on
n’exige pas qu'elle [oit en méme tems femblable.
Il feroit trop manifefte que les deux Figures ne
différeroient en aucune forte. On entend donc
ici par Bafes égales, celles qui contiennent le
méme efpace, quoique d’une forme différente. :

Je fuppofe, par exemple, que la Bafe du Prif- Fig. 81-
me pentagonal A foit égale en ce fens a celle du
Cylindre B; & que la Hauteur des deux Soli-
des f{oit la méme : je dis qu'ils ont la méme So-
lidité. Car il y a autant de Tranches circulaires
dans le Cylindre B, que de Tranches pentago-
nales dans le Prifme A. Or chaque Tranche pen-
tagonale eft égale A chaque Tranche circulaire,
Donc, &c.
2% 1L fuit quun Prifne sncliné cff égal an P 81,
Prifme droit de méme Bafe & de méme Hautenr.
Car les Tranches font égales dans les deux Prif-
mes; & leur nombre eft déterminé par le nom-
bre des Points contenus dans leur Ligne de
Hauteur.’ .

En effet; fuppofons que chaque Tranche dw

’
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Smmmsmmm Drifme pentagonal & du Cylindre droit, érant
Liv. 1L prolongées dans I'efpace parallele, aillent cou-
MIL Secx+ per le Prifine pentagonal & le Cylindre incli-

CHAP. L.

Fig, 8o.

'is. ('} 5

nés: ces Tranches ainfi prolongées rempliront
abfolument l'efpace parallele dans lequel les
quatre Figures font pofées. Par conféquent,
toutes les Tranches du Prifime & du Cylindre
inclinés fe trouveront confondues dans la pro-
longation des Tranches des Prifmes droits.
Donc il n’y a pas plus de Tranches dans les Prif-
mes inclinés que dans les Prifmes droits. Or,
par la fuppofition, les Tranches font égales de
part & d’autre. Donc pour avoir la Solidit¢ d'un
Prifme incliné, il faut multiplier fa Bafe, non
par la Ligne oblique qui luj lgn de Coté, mais
par la Ligne de fa Hauteur perpendiculaire.
_ Cette conclufion ne paroitra point fingulie-
re, fi Pon fe rappelle ce que nous avons établi
dans le Livre précédent fur la mefure du Paral-
lélogramme incliné. Nous avons vii que la Bafe
AB préfente au Coté AC, non un Cété perpen-
diculaire, mais une fection oblique plus F:ngue,
prife daos I'épaiffeur de la Ligne. Par conRquent,
cette fe&ion touche la valeur de plus d'un Point
dans le Coté AC. On ne pourroit donc, fans
une grande méprife, prendre la Bafe AB autant
de fois qu'il y a de Points dans le C6té AC, Mais
on ne fe trompera point en prenant la Bafe AB
autant de fois qu'il y a de Points dans la Hauteur
perpendiculaire EF 5 car chaque Point de la Li-
gne EF a la méme épaiffeur que la Ligne AB.
De méme dans le Prifme incliné , la Tranche

X fe préfente au Coté CD, non par un Coté
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1
perpendiculaire, mais par une fetion oblique S
pril[; dans I'épaifleur de la Tranche , & par con- Lrv. IIL

{féquent plus longue que la perpendiculaire.

Doncil faut multiplier(ia Tranche X', non par

- le nombre des Points contenus dans le Coté
CD, mais par les Points de la Hauteur perpen-
diculaire.

Confidérons encore que les Tranches des
Prifmes font elles-mémes des Prifines infiniment
minces, de méme nature que ceux dont ils font
les Elémens. Il n’y a pas plus de ces petits Prif-
mes dans le Prifme incliné, que dans le Prifme
droit de méme Bafe & de meme Hauteur. Or

ar la fuppofition, le petit Prifme qui fert de
gaﬁa au Prifme incliné, eft égal 2 ?a Bafe du
Prifme droit. Donc le total des petits Prifmes
inclinés eft égal au total des petits Prifmesdroits.
Donc, &ec. :

Aprés avoir établi ces vérités générales fur la
mefure des Prifmes, il faut développer d'une
maniere plus fenfible, ce que préfente peut-étro
de trop vague l'idée d'sne Bafe prife antant de
Jois quily ade Points dans une Ligne de Hau-
seur perpendiculaire.

Rappellpns-nous ce. que nous avons déja dit
plufieurs fois fur la formation du Cube. En con-
fidérant le Point A comme partie intégrante de
la Ligne AB, nous avons vii qu'il devoit avoir
une Longueur infiniment petite. La méme rai-
fon nous a contraint de lui donner une Largeur,
lorfque nous I'avons confidéré comme formant,
avec les autres Points de la Ligne AB, une Sur-
face quarrée ABC. D’oll nous avons conclu que

4

III. Skcr.
Cuar. b

Fig. 824
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w15 Surface ABC étoit compofée d’'une multitude
Liv. IIL. de Points quarrés, dont le nombre étoit le pro-
* 1L SBcT. duit des Points de la Ligne AB par ceuxdela
Cuar. 1. Jigne AC.
Mais A préfent que nous confidérons le Quarré
ABC, non plus comme une fimple Surface , mais
comme une Tranche quadrangulaire partie in-
‘tégrante du Cube, nous fommes obligés de lui
donner autant d’épaiffeur , que nous avons don-
né de largeur 2 la Ligne, & de longueur au
Point. Des-lotsle Point A devient un Cube infi-
niment petit; & la Tranche ABC un amas d’'une
infinité 'de ces petits Cubes joints enfemble
fans intervalle , & formant une couche quarrée.
Maintenant, fi l'on éleve la Tranche ABC
dans une direction perpendiculaire, & 2 une
Hauteur égale 2 fa Longueur & 2 faLargeur,
il eft évident que chaque petit Cube de la Tran-
che ABC décrira dans fa route une Ligne per-
pendiculaire compofée d’autant de petits Cubes
qu'il y en a, foir dans AB, foit dans AC. Ainfi
Je nombre de ces Cubes contenus dans le grand
Cube ABCD, n'eft autre chofe que le nombre
des Cubes de la Ligne ABélevé 2 latroifiéme
' fmﬂam‘e , C'eft-2-dire, multipli¢ deux fois par
. ui-méme. Par conféquent, on s'exprime trés-
‘bien en difant, que pour avoir la Solidité de ce
Cube , il faut prendre (a Baf autant de foss qw'sd
) 4 de Points dans (a Hauteur perpendiculasre.
Car par ces Points on entend, non toute forte
de Points, mais des Points parfaitement égauxa
ceux qui font les Elémens de la Bafe. ‘
Je fgais que ces Cubes ne font pas des unités
parfaites;
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‘phrfaites; quedivifibles en Cubes infiniment plus
“petits encote, ils font eux-mémies fufceptiblés de
plus ou moins de grandeur dans cette petitefle
infinie du premier ordre oWl nous les fuppofons.
Mais comme il ne peut y avoir d’unité parfaite
. dans I'Etendue, il eft néceflaire pour la mefurer
‘d’avoir ‘recours 2 des unités fitices qui n’ex-
cluent point la divifibilité.

Aucune portion d’é¢tendue n'eft en elle-méme
ni grande ni petite: la Grandeur & la Petitefle
fonit des idées relatives. Par conféquent, on ne
peut mefurer un efpace qu'en le comparant 3
un-autre mieux connu. II faut donc pour s’en-
tendre & pout fe faire entendre, convenir de
melures exaétes, qui, quoiqu’eg)aces réels, foient
cependant regardés comme des efpéces d'uni-
tés. Pour aller jufqu’a la derniere précifion,
Jai cru devoir defcendre jufqu’aux Elémens in-
finiment, petits. Mais comme chaque Ligne,
‘chaque Surface , chaque Solide en contient une
infinité; & quiil eft impoffible de faire un réful-
tat d'infinités plus ou moins grandes, variables

‘A l'infini, ce feroit en vain que Ion eflayeroit de

e ————]
e ———

Liv. UL
II1. SECT.
CHAP\ L.

juger de la grandeur d'un efpace par un calcul |

trop difproportionné aux forces de [efprit hu-
main. Il faut donc pour l'ufage fe conteriter
d'unités fittices d’une efpéce plus grofliere, &
fe fervir de Toifes, de Pieds, de Pouces & de
. Lignes, parce?ue nous n’avons A mefurer que
des objets fenfibles; & que ce qui eft au-deffous
de cesmefures, eft imperceptible pour nous. (4)

{ ) Si nous avions une plus grande taille , & que nos
fens euffeat une groffiéreté plus grande a ﬁrOportion , ces

e
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Nous avons vil que ¢es mefures étant linéai-

“. Lav. ML res, décidoient de [a Tongueur’; qu'étant quar-
UL SECYT. rdes, elles donnoient la valeur d'une Surface,

.

CHA?, 1.

Fig' 3 30

1l nous refte & conclure qu'elles doivent étre
cubiques pour déterminer la grandeur d'un So-
lide. On n’a pas de peine 2 comprendre qu'une
Toile cubique, un Pied ou un Pouce cubique,
font des Clle's dont chaque Dimenfion eft d'une
Toife , dun Pied, d’un Pouce, &c.

~ Pour en faire l'application, je prends un Pa-
rallélipipéde droit { car ce Polyédre eft tout auffi
facile 2 mefurer que le Cube ) je fuppofe quele
Parallélipipéde ait 3 Pieds de Longueur, 2 de
Largeur & 4 de Profondeur. Selon nos prin-
cipes il doit contenir 24 Pieds cubiques. Car 3
de Longueur multipliés par 2 de Largeur font
6 , & 4 fois 6 font 24. Voyons donc fidans la
vérité nous trouverons 24 Pieds cubiques dans
niotre Parallélipipéde.

« Je coupe d’abord la Figure de Pied en Pied
parallélement 2 la Bale; & ces fections me don-
nent 4 Parallélipipédes de 3 Pieds de Longueur,
:ifé(j de Largeur, & d’un Pied de Profondeur,
,_ Enfuite par d’auties feGtions parallelés 2 deux
des Cotés oppofts & faites de Pied en Pied dans
14 Ligne de Longueur, je coupe chacun de ces
4 Parallélipipédes en 3 parties égales. J'ai donc
alors 3 fois 4 ou 12 Parallélipipédes d'un Pied
mefures {roient encore trop petites pour notre ufage. .
Mais il nous en faudroit de moins grandes, fi nous étions
plus petits , & fi nos fens avoient plus de fubtilité. Un
Ciron, par exemple, qui feroit, capable de juget-de Péten-
due des objets, devroit avoir des mefures fi petites, que
notre imagination ne peut {¢ les repréfenter. o
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de Longueur, d'un de Profondeur, & de 2 de
Largeur.

astinhanel
- Liv. 1L,

~ Enfin, fi par une fection parallele 4 la Face ‘1L Sxct.

antérieure & 2 la poftérieure, je coupe chacun
de ces 12 Parallélipipédes en deux parties ¢ga-
les, jaurai 2 fois 12 ou 24 Parall¢lipipédes d’un
Pied de Longueur, d’'un de Largeur, & d'unde
Profondeur, c’eft-2-dire, 24 Cubes d'un Pied.
. Mais, dira-t'on, puifque ces unités fitices
font arbitraires, pourquoi leur fuppofe-ton la
forme cubique plut6t que toute autre? Il eft vrai
ue cette fornie eft commode pour mefurer des
3arallélipipédes droits, parceque des Cubes &
des par:ies de Cubes s’y peuvent arranger aifé-
ment. Mais il eft impoffible de remplir de ces
petits Solides les Parallélipipédes inclinés, &
moins encore les Pyramides, les Solides a face-
tes & les Sphéres. : .
__Je réponds que s"agiffant de comparer enfem-
ble des Figures fort différentes, il faut convenip
d’une me%uurc fimple, uniforme & invariable,
qui ‘Puif{'e convenir a tous les Polyédres. Or, l4
mefure cubique a toutes ces qualités; parcequ’u~
ne feule de fes Dimenfions, c’eft-3-dire, fa Ra-
cine, fuffit pour la déterminer. Dés qu'on patle
d’un Pied cube, tout le monde fe forme une
idée nette de cette grandeur. Mais fi 'on pre~

noit pour unités fictices de petits Cylindres,de

petites Pyramides, de petits Globes , ou méme

CHaP. L.

Fig, 84«

de petits Parallélipipédes droits ou inclinés, on

ne fcauroit plus 2 quoi s’en tenir ; parcequ’il faut

pluficurs conditions pour déterminer ces Fi«

gures : & méme, apres toutes les précautions
Ee ij
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3 :
“Ymmmmmmem requifes ,'il faudroft faire effort pour Taifir écs
Liv. IIL unités bizarres. Par conféquent, les mefures des
AL Sect. Solides doivent étre des unités cubiques , de mé-

CHar. 1.

me que les unités quarrées font la mefure des
Surfaces , fuppof que tous les Solides puiflent
fe réduire au ﬁarall lipipéde droit, comme tous
les Polygones fe réduifert-au Rectangle.

Or 1°% il eft facile de réduire les Parallélipi-
pédes inclinés au Parallélipipéde droit. Car un
Parallélipipéde incliné eft égal au droit de méme
Bafe & de méme Hauteur.

. 2% Larédu&ion des autres Prifmes tant droits
qu'inclinés, & méme du Cylindre, ne Touflte

- ?o.lé:cs plus de difficulté. Car tous «ces Prifmes

nt égaux au Parallélipipéde droit de méme
Bafe & de méme Hauteur. On n’a befoin que
dopérer fur la Bafe, C’eft-2-dite , de trouver un
Retangle égal A la Bafe des autres Prifmes &
du Cylindre:.ce qui eft une affaire de Planimé.
trie. - PR
. 3% H re Sagit dont plus que de réduire ai
Patallélipipéde droir:, les' Pyramides & les au-
toes Polyédres , comme on réduic au-Redangle
toutes les efpéces de Polygdnes. C'eft ce dont-
wous allons craiter dans les Chapitres fuivans.
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——————

Liv. 1IK
L. SBCcm,

CHAPITRE IL = oes

Solidité des Pyramsdes..

LEs Pyramides ont avea les Priftnes-quelque
chofe de commun , &.quelque chole de difs .
férent. - e v )

‘Comme lesPrifines, elles font-compofées de -
T'ranches polygonales parfaiteraent {emblables,
dont le nombse eft dérerminé; ainfi:que dans.
kes Prifines, par la.Hauteur perpendiculaire. >
. Mais ces Tranches égales-& femblables dans

les Prifmesj ne font-que femblablos.dans les-Py-
ramides, & vont toujouts en diminuant , depuis
1a Baf jufqu’au.Sommev, quel'ondoit regardes

comme un.Polygone fclnblabl‘é'.&',l@,B,afq;\mais‘ _

infiniment petit. Lo

- De cé que les Pyraniidesont-dé commun avec
les Prifmes; il fuit 1° que le Pyramide droite éff
égale e Solidité a Uiriclinée de méme Baft & de.
méme Hantewy., = - w2 002
~:Car Pune-& I'autre.ont l¢ mée nembre de
Tranches, & chaque Tranche eftégale & {a cor>
refpondante dans I'autre Pyramide. En effet ;1&
diminusion des Tranelies eft toujours uniforme: -
dans la Pyramide foit droite foir inclinée, cé¢
fortes de:Figures n"admertant-ni bofles ni finio%
fités. Chaque Tranche d’'une Pyramide droite;
eft une Pyramide tronquée droite infriment
mince :-de méme chaque Tranche d'une Pyra- .
mide oblique, eft aufli une petite Pyramide-obli4 .

+  Eeiij,

(&)

-

Fig. 834 .



[ e
L]V_. [Ilo
III. SECT.
Cuar. II.

Fig. 85,

- la méme Solidité. '
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que tronquée. Si donc , malgré cette difiérence,
la premiere Tranche de I'une eft égale 2 la pre-
miere Tranche de Lautre  ajnfi quon le fuppo-
fe, la quarantiéme Tranche, par exemple, de
la Pyramide inclinée , qui a la méme inclinaifon
que la premiere, doit étre égale 2 la quaran-
tiéme Tranche de la Pyramide droite. Donc,
&e Lo L N

Les Cénes font de véritables Pyramides:
Donc les inclinds font éganx aux.droits de meme
Bafe @& de méme. Hawtenr. .
- 1l fuit 2° que les Pyramides , quaique de for-
me differente - fint égales lorfquelles ont dus
Bafes égales & la meme-Haurenr.
~~Je fuppofe, par exemple, que la-Bafe exago-
nale d’'une Pyramide droite ?oit ¢gale 2 la Bale
circulaire d'un Céne, .& que ces deux Figures
aient la méme Hauitéur : je dis qu'elles oot auffi
-, (Gar 1°. le Goiie eft coipofé d’autant de Tran-
ches.circulaires , qu'il y a de Tranches exagona-
lgs dans la Pyramide. 2°. La premicte Tranche
du Cone eft fuppofée égale 2 la premiete Tran-
che de’la Pyramide. 3% Les Tranches-dans Iun
& das 'autre Solide vont cntdimirmantz&’mé'
maniére toujours uniforme , jufgi’a ce qu'elles
fe- terminent en un Point 2 la méme Hauteur:
car. ces Figures, comme on I'a déja, dit, n’ad-
mettent ni bofles ni finuofités. Les Tranches
décroiffent donc en méme Raifon dans 'une &.
dans.l'autre. Doric, prifes 3 la méme Hauteur,
elles font égales. Donc-les deux Figures. ont la
méme Solidité. L

. PR .-
by
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1l eft clair par-13, que foutes les Pyramid w_=

peuvent aifément fe réduire  laPyramide droi<
te d'une Bafe quelconque: & c'eft déja une gran-

de avance; puifqu'il ne s'agit plus que de trouver
Ia mefure de la Solidité de celle-¢i', en 1a com-
parant au Prifme de méme Bafe & de ménie’
Hauteur. Ces deux Solides ont le méme nombre-
de Tranches par la fuppofition. Mais les Tran-
ches Pyramidales vont en décroiffant jufqu’aw
Sommiet & Ceft én céla que ces deux Figures.
différent- 'une de l'autre. Ce feroit donc une
éetange méprife, fi pour évaluer la Solidité d’une
Pyramide ,, on multiplioit {2 Bafe par fa Hau~
teﬁf. T P S g fod

'Le Rapport ‘que nous avons remarqué entré
la Pyramide & le Triangle d’'un Coté; & end
tre le Prifme”& le Parallélogramme de-l'au-
tre, pourroit d'abord faire penfer que la Pyras
mide! ‘eft'moitié¢ du Prifme de méme Bafe & de
mémie Hauteur, de méme que le Triangle <ft
moitié du Parallélogramme cotrefpondant. Oit
pourroit méme safiermir dans cette penfée en
fe rappellant, que fi Fon coupe-un-Triangle 2
moitiI de fa Hauteur par une Bafe parallele A I
grande, cette petite Bafe eft moitié de la gran-
de, & devient par conféquent un des produi<
fans du Triangle ; & que nous avons aufli prouvé
ci-deflus que fi Fon coupe une Pyramide droité
3 moitié de fa Hauteur, la fe&ion donne uné
Bafe fupérieure- dont le Périmétre eft moitié du
Périméere de la Bafe inférieure , & devient par
cette raifon 'un des produifans de laSutface de¢
la Pyramide. On pourroit donc foupgonner 5

Ee iv

Liv, IM.
1L 8kct. .
Cuxr. .

V.L.2.S.
3.P.2.Ch.

2.

V.ci-deflus
S. 2. Ch' 2y
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= en fhivant la méme analogie , que pour avoirlz
Liv. 1. Solidité¢ de la Pyramide, il faudroit multiplier.
UL SECT. cerre Tranche mitoyenne par la hauteur du So-
,CHA:E"o;.I‘p Lidc. [ .

“"Mais fi 'on y fait attention , on verra que l'on
eft bien loin de compte. Car,cette Tranche
mitoyenne n'eft que le quart de la Bafe inférieu-
re. En effet, uifq'ue le Périmérre de celle-ci eft
double du Périmétre de la Tranche mitoyenuoe,
le ‘Raion droit de la premiere eft double auffi
du Raion droit de la feconde. Doac. ces deux
Polygénes font entr'eux comme 4 eft'a 1. Donc
en prenant la Tranche mitoyenne de la Pyrami-
de pour un des Produifans de fa Solidité, elle
ve feroit que le quart du Prifine de méme Bale
& de méme Hauteut. . Y
. . Abandonnons. donc ces petites analogies qui
ne font propres qu’a faire illufion. 11 eft vifible
que la Pyramide eft plus:que le quary du Prifine
correfpondant. 1l eft encore affez vifible quelle

..~ hen eft pas moitié. Car la diminution des Tran-
r.z.t.; ches dans la Pyramide en tout fens depuisla
-s Bale julqu'au Sommet eft fi eonfidérable, qu'elle

doit emporter, plus de la-moiti¢ de I'efpace fo-

lide renfermé dans le Prifme de ménje Bafe-&

de méme Haueewr. = % - -
Quel eft donc le Rapport de cesdeux Solides?

.- 1l faur avouer qu'il ne fute, pas aux yeux. Ce

n'eft qu'a force de recherches que les Géomérres
ont:trouvé qu'il éeoit de 3 A 1, ceft-2-dire, que
Ie Prifime eft triple de ]a Pyramide de méme Bafe
& de méme Hauteur. Voici de quelle manierg
ils font parvenus 3 cette découverte. - .
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. - 1. . _
EN confidérant un Prifme triangulaire , on voit” Liv. IIL.
qu'il peut étre partagé en trois Pyramides trian- 11I SEcT.

gulaires égales. Je rrouve la preuve de cette
affertion auffi clairement énoncée quelle le peut 8
écre, dans un Ouvrage généralement eftimé: Je
ne peus mieux faire que de la tranfcrire. Mais

Cuar. Ik

Fig. 87,
30

javertis que pour la comprendre, il feroit & pro~

pos d'avoir en relief un Prifine triangulaire par-
tagé felon les fe@tions que I'on va expliquer.
Le fecours d’une Planche gravée n’y fuppléera
que foiblement, =~ .~ C e
- « Soit. imaginé un Plan ABF qui paffe pat le

La Géo~

» C6té AB de la Bafe inférieure du Prifme V; ‘Pégiic de
»'&;par-le Point F de la Bafe fupéreure: il re- YOficier

» tranchera du Prifme la Pyramide X, qui a pour
» Bafe l¢ Triangle ABC, ceft-3-dire, la Bafe
» du Prifime; & pour Hauteur, celle du méme
» Solide: le'Sommet F de cette Pyramide étant
» un Point de la Bafe fupérieure du Prifme.
- = Si par le Point A de la Bafe inférieure; &
w pat le Cété EF de la fupérieure, on fait aruﬁi
»-pafler un Plan AEF, il partagera le refte -du
» Prifme en deux Pycamides triangulaires éga<
»les’Y &Z. Je dis égales; parcequielles one
» chacune pour Bafe lamoitié du Parallélogram=<
» me ABED, attendu que le Plan coupant AEP
» paffe par la Diagonale de ce Parallélogramine.}

T. 2. page
284.

2

»'Elles ont auffi la méme Hauteur ; puifquele -

» Sommet de chacune eft au méme Point F de
» la' Bafe fupérieure du Prifme. Ainfi Y=2." :
.. » Si L'on compare préfentement la Pyramide:
» X avet la Pyramide Y, on trouvera de mémgy
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g » que ces deux Pyramides ont chacune pour

Liv. IIL.

III. SECT.
Cuar. II.

. % teur: »

Pig. 86,
89.

Fig. 9o.

» Bafe la moiti¢ du Parallélogramme BCEF;
» puifque le Plan coupant ABF paffe par fa Dia-
» gonale BF ; & qu'elles ont auffi méme Hau-
» teur , le Sommet de 'une & de I'autre étant au
» méme Point A. Donc la Pyramide X eft égale
» A |a Pyramide Y. Mais cette Pyramide ¥ eft
= égale 2 la Pyramide Z. Donc les trois Pyrami-
» des X, Y, Z font égales entre elles. Donc tout
» Prifme triangulaire peut fe partager en- trois

‘» Pyramides triangulaires égales. Donc- tout

» Prifme triangulaire eft triple d'une:Pyramide
= :triangulaire de. méme Ba)e & de méme Hav-

Pour appliqucr‘ vcé"q‘ué Pon a décowsertfurle

** Prifme & la Pyramide triangulaite 2 tous les

Prifmes & Pyramides quelconques: deé méme
Bafe & de méme Hauteur , il faut.obferver
quiil 0’y a point de Prifines que1'on ne puifle
partager en Prifmes triangulairess - puifque. {es
Bafes. érant des: Pohigdnés: égaux. & femmbla-
bles, peuvent étre partagéés en autant de Trian-
gles¢gaux, qu'ils: ont ‘de~Cétés moins deux.
Deoric-¢en faifant; paffer:des Plans pap les Coués
eorrefpondans des Triangles de la Bife fupérien
re & de linférieure , le Prifime total fera partagt
en: autant de ‘Prifimes triangulaires, qu'il a de
Faces moins deug.> - - - e
- ‘D'un autre ¢6té,. il:n’y: 2 point de Pyramide
que l'on ne puifle: partager en un certain nom-
bre de Pyramides triangulaires. Pour cela’il ne
folit. gue partager le Polygdne de {a Bafe en au-
tanrde Trianglesiquil a'de: Cotés moins deux;
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. : o D
& faire paffer des Plans par ces divifions & par =

le Sommet de la Pyramide.

- Ayant, par exemple, un Prifme & une Py-
ramide pentagonales de méme Bafe & de méme
Hauteur , je puis partager le Prifme & la Pyra-
mide en trois Prifmes & en trois Pyramides
triangulaires. Or chaque Pyramide aurala mé-
me Bafe & la méme Hauteur que le Prifme trian-
gulaire auquel elle correfpond. Done chaque
portion de la Pyramide totale étant le tiers de
chaque portion corréfpondante du Prifmetotal,
la: Pytamide entiere fera le tiers du Prifime en-

tier. o L

sl S
GN atrouve le Rapport précis de la Pyramide
aw’ Prifmé d’une manieré ‘ioins compliquée),
pat-la confidération du Cube. :

Des quiatre Angles ABCH de laBafe de ce So-
lide s {oienc tirées quatre Lignes droites au Point
O Centre de la Figure. Ces'quatre Lignes join-

tes 3 la‘Bafe repréfentent uné Pyramide droite,

quadrangulaire. S

<.Cette ‘Pyramide 'h’éﬂ:"iiue Ia 'ﬁxiémd;‘p'attiét
du Cuble:eniier. Pours’en convaincre diné ma-.
niere fenfible, il n’y auroit qu prolonger les

gu’at‘i“g Lignés jufqu'aux Angles de la Bafe fupé-
eure;, & joindre ces Lignes deux 2 deux par

des Plans anigulaires;, dont le Sommet cdmmun’

feroif le Pdint O Centre'du Cube. On verroit

ajors ee Solide partagé en fix Pyramides par-
faitemenie égales & ferblables ; dont' 1a Bafe fe-
roit une<des Faces du Cubé ; & dont la Hauteur °
feroit un Raion droit-dit Cube comme OL,-

Liv. 1II,

II1. SecT.
Cuavr. IL
Fig. 89,
90,

EBlém. de
Géom. de
M.Clairaut
P.180. &
fuiv.

Fig. 91,
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semmpm= Donc la Pyramide OABCH n'eft que le fixiéme-
Liv. III. du Cube. Par conféquent, (i 'on coupoit le Cu-
IIL Secx. be en deux Parallélipipédes égaux par un Plan
Guar. I qui pafferoit par le Point O Sommet de la Py-
ramide & Centre duCube, laPyramide OABCH;
feroit le tiers du. Parallélipipéde dans le?uelf
elle eft contenue. Ces Solides ont méme Bafe &
méme Hauteur : les Produifans duParallélipipé-
de font I3 Bafe ABCH & la Hauteur entieze OL..
Donc les Produifans de la Pyramide font la-smé-
me Bafe ABCH & le tiers de la Hauteur OL. .
. Mais la propriété de la Pyramide quadrangu-
laire fixiéme du Cube de Hauteur double, lui.
eft-elle commune avee toutes les Pyramides
. quelconques, méme. avec celles ‘qui,- quelque:
- transformées qu'elles fuffent en Pyramides qua-
* - drangulaires, ne pourroient jamais étre la fixié-.
-+ me partie d'un Cube? voila la queftion, . ..
" Pour la réfoudre foit une Pyramide quelcon~
* que, exagonale fi I'on veut, & de telle Hauteur:
36_'6 I'on jugera 2 propos. -Imaginons un: Cobe
ont la Hauteur foit double; & comparons la.
Pyramide quadrapgulaire, qui- feroit, la fixiéme
pattie’ . de ce Cube, dves notre Pyramide:exas,
gonale.,.... .oy L LT SR e
_.Tqutes les deux onvla méme Hauteur, & ne
difiérept par conféquent :que par leurs Bafes. 11
weft pas douteux queila Haueur & la Bafe n'en-.
trene.dans ls productinn de je,ur Solidjt¢.. Donc
ayant .un Produifant. commun, {caveir, leur:
Haprens , ou une partie quelcpnque de leur Haue.
teur,.eles font- entre elles comme leuts. Bales., .
celt-2- dire,_cammg leyrs Produilans inégaux.:
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En effet; il y a autant de Tranches fembla- s—

bles dans la Pyramide exagonale , que de Tran-
ches quarrées dans la quadrangulaire , puifqu’on -
ies fuppofe de méme Hauteur. Donc quelque
foit le Rapport de leur Bafe, il fe perpétue en-
tre les Tranches-correfpondantes. Car ces Soli-
des ayant méme Hauteur, il faut de part & d'au-
tre que les Tranches sélevent en décroiffant
felon la méme Raifon. Or la Solidité de la Py-
ramide quadrangulaire n’eft que I’'amas d'un cer-
tain nombre de Tranches quarrées, comme la
Solidité de la Pyramide exagomale n'eft que
Tamas d'un méme nombre de Trinches exago-
nales. Donc les deux amas ne Xeuvent'diﬂ'cl‘e;
gue felon 1a grandeur relative des Tranches ou
es Bafes:dans les deux Pyramides. Donc ces
deux Solides font entre eux comme leurs Bafes.
Donc puifque la Solidité de la Pyramide qua-
drangufaire ‘eft le produit de fa Bafe par le tiers
de fa Hautear , 'la Solidité de la Pyramide exa-
%dna__le ne-peut étre non plus que le produit de
a Bafe ‘quelqu’elle foit ; pat: le tiers de la méme
Hauteur. Or le Prifiné de mémeBafe & de mé-
me Hauteur que la Pytamide €xagonale eft le
produit dé'la'méme Béife par la Hauteur en-
tiere. Donc la Pyramide exagonale , & par con-
féquent route Pyramide que%conclue eft le tiers
du Prifme‘de méme Bafe & de meme Hauteur.
- Le Corie’éft une véritable Pyramide. Donc
aufli tout ‘Céne eft le tiers du Cylindre de mé-
me Flautgtir & de méme Bafe. ‘ :
Les Pyramides & es Cones’ intlinés fone
#gaux aux Pyramides & aux Cones droits de

Liv. IIL
1I1. SBcT.
Cuar. I,
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Y 2me Bafe & de méme Hauteur. Ainfi la me-

Liv. III.
III. SEcT.
- 'CHap. 1I.

fure des premiers ne foufire aucune difficulté. Il
eft fingulier que des Solides dont on ne peut au
jufte évaluercla Surface, fe prétent de fi bonne
grace lorfqu’il s'agic de leur Solidité.

Mais voici une fingularité toute oppofRe.
Nous avons vii qu’on trouvoit aifément la Sur-
face des Pyrami;lesv & des Cones tronqués droits,
en multipliant la Circonférence de la Tranche
mitgyenne entre les deux Bafes, par le Coté de
la' Pyramide & du Cone tronqué. On pourroit
donc s'imaginer qu'on en auroit la Solidité en
multipliant Ia Surface de cette Bafe mitoyenne
par la Hauteur de la Pyramide ou du Céne

- tronqué. Mais on fe tromperoit fort. Car fila

Fig. 92¢

Circonférence de la Tranche mitoyenne eft
Moyenne arithmétique entre les Circonféren-
ces des deux Bafes, il n'en eft pas de méme de
la Surface mitoyenne comparée aux: Surfaces
des deux Bafes. En effer,, ces Surfaces font en-
tre elles, non comme leurs Circonférences ou
leurs Raions, mais comme les Quarrés de ces
Circonférences & de ces Raions.

Ainfi, pour parvenir 2 la Solidité dune Pyza-
mide tronquée ou d’'un Cone tronqué, il faut
1°. fuppofer ce qui'leur manque, c’eft-a-dire,
la petite Pyramide ou le petit Cne qu'on a re-
tranchés. 2°. Mefurer la Pyramide entiere ou
le Céne entier. 3°. Oter du produit tatal la va-
leur de la petite Pyramide ou du petit Cone.
Le refte fera la Solidité de la Pyramide tron=
quée & du Cone tronqué, .
o : Sl
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 CHAPITRE IIL

e ]
‘Liv. ITL

1II. Secr.
Crapr. I1I.

Solidité des Polyédres a facetes & de la Sphére.

E que nous venons d'établir dans le Chapi-

. QJtrg précédent fur ladécompofition du Cube

en fix Pysamides quadrangulaires égales, nous
fait voir clairement que tous les Solides régu-
liers 2 facetes peuvent de méme fe décompofer
en autant de Pyramides égales qu'ils ont de Fa-

.cgs. La Bafe de ces Pyramides eft la méme dans

.chaque Figure : quarrée dans FExaédre; Penta-

nale dans le Dodécaédres & triangulaire dans

f}; trois autres. LeurHauteur eftauffi la méme,
puifqu'elle eft exprimée par.une Perpendiculaire
tirée du Centra de la Figure fur I'une de fes Fa-
ges,. c’eft-a-dire , par fon Raion droit,

.. 1l fufira donc cEaV.»oit la mefure d’une de ces
Pyramides, & d'ep multiplier la valeur par le
nombre des Facesepar 4., ficeft un Térracdre:
par 6, ceft un Exaédre, &c. Ou, f fon veur,
©on dira que le Solide régulier eft le total de fes
Faces, multiplié par le tiers de fon Raion droit.
Car il eft évident que toutes ces Pyramides fe-
roient-£gales 2 une feule de méme Hauteur, &
«qui guroit pour, Bafe un Polygdne égal A toutes
les Faces du Solide.régulier. . :

;- A légard des awrresPolyzdres A facetes donit
;’jngégbfanisé peut varier 2 Finfini, il eft clair
qu'on ne peut trouver de méthode abrégéé pour

Fig. 5o,
SI, §2,
53> 54
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pmmmmm |es réduire au Parallélipipéde. 11 faut néceffais

Liv. III. rement les décompofer en parties, C'eft-2-dire,
. H1. SECT. en Prifmes & en Pyramides, que l'on mefurera
Crar AL pype aprés l'autre pour faire un total de tous

ces produits partiaux. Nous n’avons pas trouvé

_d’autre moyen de mefurer les Polygdnes-irré-

gulicrs de plus de quatre Cotés, quen les par-

; .tageant en Quadrilatéres & en Triangles. 1l eft

i vrai que l'opération eft plus facile fur une Sur-
~ face que fur un Solide. Auffi ne peut-on fouvent

Fig. 93.

‘découvrir qu’a peu prés la valeur de cette der-
.niere efpéce d’étendue, lorfqu'elle eft irrégu-
liere 2 un certain point. '

La Sphére ne nous donnera pas plus d’embar-
ras que-les autres Solides réguliers. Car elle eft
elle-méme une Figure réguliere  facetes infi-
niment petites. Le total de 1a Sphére peut donc
&tre confidéré comme un amas de Pyramides
£gales, dont chacume a pour Bafe une de ces
Faces infiniment ‘petites ; & pour Hauteur le
Raion de la Sphére. Je dis le Raion; car il n'en

. «ft pas de la Sphére comme des autres Poly&

dres réguliers a facetes; dans lefquels la diffé-

rence du Raion droit au Raion oblique eft affi-
gnable : au lieu que dans la Sphére le Raion
droit ne peut différer de I'oblique que d’un in-
finiment petit du fecond ordre. o

1l n'eft pas poffible de mefurer une de ces peti-
tes Pyramides en particulier, vii I'infinie petiteffe
de la Bafe. 1l faut donc dire que, prifes toutes
enfemble ,. elles font égales A une feule Pyrami- -
de, qui auroit pour Bafe toute la Surface de la
Sphére, & le Raion: pour Hauteur’ qu plutc‘it;
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3% un feul Cone dont la Hauteur feroit le Rajon m————
de la Sphére, & qui auroit pour Bafe un Cercle Liv. IIf.
- quadruple du grand Cercle. Donc pour avoir la 1. $sct.
Solidit¢ d’une Sphére il faur multiplier {a Surfa- C““"m‘
ce, ou le quadruple de fon grand Cercle, parle -
tiers de fon Raion. . SR :
~ Nous avons v que la Surface de la Sphére Pag- 424
¢toit 2 celle du Cylindre circonfcrit comme 2
eft 2 3. Il eft fingulier que ces deux Figures
confervent le méme Rapport dans leur Solidité.
1l eft aif¢ de le prouver. C e
‘Le Cylindre eft le produit de fa Bafe (égalé Fig. 944
au grand Cercle de la Sphére inferite ) par fa
'Hauteur, Ceft-2-diré,, par le Diamétre de la
Sphére. D'un autre c6té, la Sphére eft le pro-
‘duit de fa Surface; ceft-a-dite, de quarre de fes
grands Cercles pat le tiers de fon Raion , 0y ¢&
qui eft' la méme chofe, par le fixiéme de fon
Diamétre. L

~ . Réduifons ce dernier produit. Quatte grands
‘Cercles de la Sphére multipliés par le ﬁg;iémé
du Diamétre égalent deux grancrs Cercles mul-
“tipliés par le tiers du Diamétre , ou un feul grand
Cercle multiplié par les deux tiers du méme
"Diamétre.
* Ainft}, ]a Sphére ayant avec le Cylindre cit-
cornifcrit un Produifant commun, fcavoir, un
grand Cercle; & un Produifant inégal,, feavoir, -
“&’un'gdté les deux tiers du Diamétre,, & de I'au-
’tgé,,“fg_’?iainétrc entier, ou les trois tiers du
‘Diamétre , .ces deux Figures font entre elles
‘cominé leurs Produifans inégaux, c'eft-3-dire,
g:grnmgi eft 2%, ou comme 2 eft 2 3. '
L ORI < 4 TONY S U Al,.?' ol F f 3

[ ]
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Semmmeme . Nous avons vi aufli le Rapport de la Surface

Liv. III. de la Sphére au Quarré de fon Diamétre. 1l eft
1I1. S8CT. naturel de chercher maintenant le Rapport de
Cuar. 1L £ golidird au Cube du méme Diamétre.

Pag. 425. -
Fig. 95.

T

o

Obfervons que ce Cube pourroit étre circonf-
crit a fa Sphére; & que ces deux Solides auroient
fix Points de commun, ¢’eft-a-dire, que les Cen-
tres des fix Faces du Cube feroient confondus

~avec fix Points de la Surface de la Sphére.

" Cela pofé, confidérons que les trois Produi-

{ans du Cube dont il -S’agit,(}ont trois Diamétres
de la Sphére. D'un autre c6té, les trois Produi-
fans, de celle-ci font, 1° la Circonférence du
jgrand Cercle. 2°. Le Diamétre. ( ces deux pre-

* miets forment la Surface ) 3° Enfin le tiersdu

Raion, ou le fixiéme du Diamérre.
... Et comme il eft égal de multiplier la Circon-
feérence entiere du grand Ceicle par le fixiéme
.du Diamétre , ou le Diamétre entier par le fixié-
ane de cette Citconférence , nous pouvons dire
‘que les trois Produifans de la Sphére font deux
Diamétres, & le fixiéme de la Circonférence
du grand Cercle. .
" En comparant les Produifans de part & d'au-
“tre, nous voyons que les deux Solicfes ont deux
Produifans communs, {¢avoir, deux Diamétres
& deux Diamétres. Donc la Sphéré eft 2 fon
Cube circonfcrit comme les Produifans iné-
_gaux , celt-2-dire,, comme l¢ fixiéme de la Cir-
" conférence de fon grand Cercle,.eft 2 fon Dia-
_métre. Or ce fixiéme eft un peu plus de moitié
du Diamétre. Dong la Solidité de la Sphére eft
un peu plus de la moitié de celle du Cube cire
confcrit, '

»
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La Solidité. de la Sphére étant ainfi trouvée , Sm—
on découvrira aflez aifément celle de fes par- Eiv. IIL -
ties. ,’ . o . IlI.-SgcT.
1° 11 eft. évident que PHémilphére ayant la ©2A%- UL
moitié de Ja Solidité de la Sphére entiere, eft
égale 2 un:feul Céne, dont la Hauteur feroit le
Raion de la Sphére, & dont la Bafe feroit dou-
ble du grand Cercle. . :
. 2% Un Se€teur de Sphére eftun compofé de Fig. 61,
Pyramides égales, dant les Bafes infiniment pe-
tites compofent la Surface de la Calote fphéri-
ue qui termine le SeGteur, & dont la Hauteur
eft le Raion de la Sphére. Il faur donc mulriplier
ar le tiers de ce Raion 'amas de toutes ces Ba-
fzs,c’e&si-dire » la Surface fphérique de la Ca-
ote.

© 3% On trouveta de méme la Solidité de [a Fig. 1.

Ca?ote ou Segment de la Sphére, fi'on y ajoute

e Cone droit néceflaire pour en faire un Sec-
teur. Aprés avoir pris la Solidité de ce Se&eur,

on retranchera du total la Solidit¢ du Céne

ajouté. Le refte fera la valeur du Segment. Il

faut obferver qu'on n’avoit aucun befoin de ce

Céne fubfidiaire pour avoir la Surface du Seg-

ment, & qu'il eft néceflaire pour entrouver la
Solidité. : .

- 4% La Couronne fphérique demande un peu Fig. 58,
plus de difcution. Si nous fuppofons qu'elle foit
terminée d’'un c6té par un.grand Cercle de la
Sphére, & quen ajoutant le Segment qui lui
manque de l'autre c6té, on en fit une Hémif-

phére ; il faudra retrancher de la Solidité con-

nuue de- 'Hémifphére , la valeur f<_iu Segment

- Ffij
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s giouté. Le refte fera la valeurde la Couronne
Lxv. 1. {olide. . .
“UIL'SBCT.  Suppofons maintenant que la Couronne foit
Caar. HL. oie dans PHémilphére , en-dega du grand Cer-
<le, & qu'en ajourant le Segmenr qui lui man-
‘que d'un c6té, le total ne forméir qu'un Segment
plus grand; il faudroir prendrela valeur du Seg-
ment total, & retrancher celle du petit Segment
ajouté. Le refte fera la valéur de la-Couronne.
Suppofons enfin, que le grand. Cercle dela
Sphére fe trouve dans la Couronne : il faudra
ajouter de part & d'autre les deux Segmens né-
ceflaires pour achever la Sphére : enfuite retran-
cher de ll; Solidit¢ de la Sphere entiere la valeur
des deux Segmens ajoutés. Lé refk¢ donnera la
valeur de la Couronne. :
< Ceeft ainfi que par.des moyens plus ou moins
fimples, plus ou moins compliqués, on vient 3
bour de réduire au Parallélipipede droit toutes
les autres efpéces de Polyedres.. 1l feroit 2. {fou
haiter qu'on pirt réduire au Cube-lé Parallélipi-
péde méme , & par une fuite nécéflaire , tous les
autres Solides. Mais la Géomérrie élémentaire
qui découvre fi parfaitement le Quarré égal 2
tout Rectangle quelconque, ne.peut trouver
que par des approximations & par des opéra-
+21 ... rions un peu méchaniques le Cube égal au Pa-
rallélipipede droit: S
-~ Ce Probléme revient 2 ce qu’on appelle i
Duplication du Cube, dont la recherche a fait
le défefpoir des anciens & des modernes. Car
il eft ¢vident que, comme il eft trés-aifé de faire
un Quarré double d'un autre, on feroit aifés
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ment un Cube double d'un fimple, fiI’'on avoit =——
trouvé le moyen de transformer en Cube un Liv. IIL.

Rectangle en Quarré.

"€CHAPITRE IV

- Comparaifon de la Surface des Polyédres avec:
beur Solidite.

Ous. avons prouv¢ dans le Livre précé-

. N dent, que les Périmétres des Polygones
n’éroient pas en proportion avec les efpaces
contenus. L'analogie nous conduit 2 penfer que

Parallélii)ipédc droit, comme on transforme le éﬂ- Secr,

HAP. IV,

Pag. 236,

les Surfaces dont les Polyédres font environnés, .

ne font pas non plus en proportion avec leur
Solidité. Car les Surfaces.font aux Selides ce
que les Lignes font aux Surfaces.

Si Pon coupe un Cube par la moitié, chaque
demi-Cube eft terminé par deux Quarrés ene
tiers & par quatre demi-Quarrés, c'eft-3-dire,
quatre Quarrés entiers. Cependant la Surface
du Cube entier ne confiftoit qu'en fix Quarrés.
Donc le demi-Cube a plus-de Surface 3-propor-
tion de fa Solidité, que le Cube entier.

On prouvera:de méme , que le demi-Cube a
moins de Surface 3 proportion que le quart de
Cube : le quart de Cube, moins que le demi:
quart , & ainfi 2l'infini, Dot nous devons tirer
cette vérité générale trés-importante dans la
Phyfique, que plus up Solide.cft 'petfit .. & plug &

" Ffijj
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i, by oportion il 4 de Surface. 1l eft inutile dappor-

Liv. IIL

ter d’autres preuves d'une vérir¢ fi claire; mais

111, SECT. i] ne le fera pas de comparer les diverfes efpéces

CHAP. IV

Fig. 81.

8o,

)
Fig. 87. DE tous les Prifmes

Fig. 79 » %rammcs font 2
i

» de Polyédres, pour fcavoir quels font ceux qui
renferment plus d’efpace fous une moindre fu-
perficie.

I.
LEs Prifmes inclinés font égaux aux Prifmes
droits de méme Bafe & de méme Hauteur; mais
les inclinés ont plus de Surface. L'infpeion
feule de la Figure fuffit pour le démontrer. Car

~ les Bafes dans les droits & dans les inclinés font

égales; mais les Faces environnantes inclinées
fur les Bafes du Prifme, font plus grandes que
les perpendiculaires. Les Prifmes doivent étrea
Pégard- de leur fuperficie, ce que les Parallélo-
: "égard de leur Périmétre. Or
eft manifefte que le Périmétre des Parallélo-
grammes inclinés eft plus grand que celui des
Redtangles de méme Bafe & de méme Hauteur.
La Surface d’'une Pyramide droite eft un peu
plus de la moitié de la Surface du Prifme droit
de méme Bafe & de méme Hauteur. 11 feroit
difficile de déterminer le rapport jufte de la Sur--
face de la Pyramide inclinésavec celle du Prif-
me incliné; parceque l'infinie variabilité de l'in-
clinaifon doit varier les Rapports; mais il eft
aflez clair qu'une Pyramide inclinée 2 plusde -
Surface , quune Pyramide droite de méme Bafe
& de méme Hauteur. -
2.
s le triangulaire eff cels
qus fous wne égale Surface contient moins de Se-
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Lidité; & le Cylindre, celus qui en contient da-
vantage. o
Nous avons prouvé dans le Livre précédent,
que de tous les Polygénes, le Triangle eft celui
ui fous le méme Périmétre contient le moins.
g’efp’ace', & que le Cercle'eft celui qui en con-
tient davantage. Dol nous avons.conclu qu'en
fuppofant les Polygdnes de méme érendue, le
Triangle a le plus grand Périmétre; & le Cercle,
le pfus petit. Cela eft fondé fur la nature des An-
les , qui renferment d'autant plus d’efpace qu'ils
ont plus obtus, & qui en renferment d’autant
moins qu'ils font plus aigus. Or les Angles du
Triangle tiennent beaucoup de Faigu. Car fi Fon:
fait I'un d'entre eux obtus, ce ne peut étre
quaux dépens des deux autres, qu'on aiguile
tellement , qua peine vers lextrémité contien-
nent-ils un efpace fenfible. )
Soient donc deux Bales prifmatiques, I'une-
triangulaire & l'autre quadrangulaire, dont le
Périméere foit égal. Il eft certain, ainfi qu'on:
vient de le dire, que le premier Polygdsce con-
tiendra moins d’efpace que le fecond.
Maintenant, fi par le mouvement des deux

Liv. IIT.
1I. SBCT.
CHAP. IV.

Bafes élevées A la méme Hauteur,. on eonftruir .

deux Prifmes droits, il en réfultera-que les Faces.
environnantes des deux Pri{ines formés par la
répétition des Périméeres des Bales , font égales;.
& que la Surface entiere des deux Pri{mes feroit
patfaitement la méme , fi la Bafe quadrangulaire
.n'éroit pas plus grande que la triangulaire. La:
Surface du Prifme quadrangulaire eft donc un:
peu plus grande que celle du tri?ngulai:e, &
o Ffiv
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e cor excédent eft la différence des Bafes prife -
Liv. 1L deux fois. L .
L. SkcT.”  Mais pendant que les Faces environnantes des
Cuar. IV- Drifmes font formées par la répétition du Péri-
métre des Bafes, leur Solidité eft produite par
Ia répétition de l'efpace que ces Bafes renfer-
ment. Cet efpace eft plus grand dans la Bafe
quadrangulaire que dans la triangulaire. Il y a
dailleurs autant de Tranches dans un Prifme
que dans l'autre. Par conféquent, le Prifme qua-
drangulaire aura plus de Solidité que le trian-
gulaire; & cet excédent de Solidité fera la dif-
férence des deux Bafes prife , non pas deux fois,
mais autant de fois quil y a de Tranches dans
les Prifmes , c’eft-3-dire, une infinité de fois.
Ainfi, en comparant les deux Prifmes, le qua-
drangulaire ne 'emporte en Surface fur lautre
que de trés-peu ; au lieu qu'il Femporte de beau-
coup par la Selidité,
Retournons maintenant la fuppofition. Soient
les deux Bafes prifmatiques égales du coté de
Tefpace. La triangulaire aura un Périmétre plus
grand Pue la quadrangulaire. Si donc on éléve
ces Bales 2 la méme Hauteur pour conftruire
les deux Prifmes, il en réfultera 1° que les
deux Prifines auront la méme Solidité. 2°. Que
les Faces environnantes formées par la répéti-
tion du Périmérre triangulaire feront plus gran-
~ des que les Faces qui feront formées par une
égale répétition d’un Périmétre quadrangulaire
glus petit. Donc toute proportion gardeée , le’
rifme triangulaire a plus de Surface & moins
de Solidit¢ que le quadrangulaite. Donc par Ia
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meéme raifon, celui-ci a plus de Surface & moins ===mm—m
de Solidit¢ que le pentagonal, que I'exagonal ; Liv. 1L
& ainfi de fuite 2 l'infini. Donc de rous les Prif~ 111 SECT.

mes, le Cylindre eff celui qus, toute proportion
gardée , renferme plus de Solidsté fous une moin-
dre Surface.

Ce que nous venons d’éeablir par rapport aux
Prifmes , sapplique de foi-méme aux Pyrami-
des, fans qu'il foit befoin de nouvelles preuves.
Ainfi, de toutes les Pyramides, la triangulaire
eft celle qus, toute proportson gardée , contient
- moins de Solidsté fous une plus grande Swrface ;
& le Cone, plus de Solidite fous une Surface plus

petite.
3. :

E N comparant les Prifines aux Pyramides, il
eft clair qw'iln'y a [wim de proportion entre lenr
Surface & lesr So
Prsfmes ont plus de Solidsté que de Surface , & les
Pyramsdes plus de Surface que de Solidsté.” -
Car nous avons prouvé 1°. que laSurface d'un
Prifme droit n'eft pas tout-2-fait double de la
Surface d’'une Pyramide droite de méme Bafe
& de méme Hauteur. Et 2° que ce Prifme eft
triple de la Pyramide quant i la Solidité, c’eft-
a-dire, que leur Surface n’étant pas tout-a-fait
comme 2 2 1, leur Solidité eft cependant com-
me3arn '

4 |
LA SFhére devant étre regardée comme un
Cercle folide, I'analogie nous conduit 2 penfer’,
que de tous les Polyédres , la Sphére eft celus qus

renferme plus de Solidise fous ung moindre Surface. -

sditd; ceft-a-dire , que les

Cuae. IV.

'
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Swwmmmmm  Pour nous en convairicie’, con’ppégons-la da
_Lav. IIl. bord avec le Cylindre Je plus folide’de tous les

IIL SBCT. Prifmes. Nous avons vi que le Cylindre circonf-
Caar. IV. crie droit A la Sphére infcrite comme 3 eft 2 2,
tant du cété de la Surface que de la Solidité.

Mais fi nous coupons ce Cylindre en deux par-

ties égales par une Tranche parallele aux Bafes,

chaque moitié aura une Surface égale 2 celle
de la Sphére. Car la Surface courbe de ce demi-

Cylindre eft égale A deux grands Cerclesdela

Sphére , aufquels {i 'on joint les Cercles des deux

F'al'e_s, on aura quatre grands Cercles, valeur de

a Surface de la Sphére. :

Mais ce demi-Cylindre n’a pas la Solidité de
la Sphére. Car fes Produifans font 1° un grand
Cércle. 2° Le Raion de la Sphére, oules 4 de
fon Diamétre. Les Produifans de la Sphére font
1% un grand Cercle. 2° Les 4 du Diaméere.
Donc’ ces Solides “font entre eux comme ¥ eft
2 3 oi1,'comme 3 eft 2 4. Donc la Solidité de la
Sphére furpaffe d’un ‘quart celle du demi-Cylin-
dre, quoique leurs Surfaces foient égales.

Si I'on vouloit rendre le Cylindre circonfcrit
¢gal 2 la Sphére en Solidité, il faudroit en re-
rrancher le tiers par une fection parallele 3 la
Bale ; puifque le Cylindre eft 2 la Sphére comme
3 eft 3 2. Mais ce Cylindre ainfi réduit auroit
plus de Surface que laSphére; puifqu'outre les
deux Cercles des Bafes, on ales deux tiers de la
Surface courbe du Cylindre circonfcrit, qui
vaut plus de deux grandsCerclesde la Sphére.

. Donc touse proportion gardée , la Sphére a plus de

Solidité & mosns d¢ Surface que le Cylindre.
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Comparons maintenant la Sphére 2 celui des
Polyédres 2 facetes qui paroit avoir Zlus de So-
lidité, c’eft-2-dire, A I'Icofaédre regulier; &
fuppofons que les vingt Faces trianFulaires de
cequioci , prifes enfemble, foient égales 2 la Sur-
face d'une Sphére. - Je dis que celle-ci a plus de
Solidité, & je le prouve. o :

Les Produifans de P'Icofaédre font 1°. fa Sur~
face. 2°. Le tiers du Raion droit ; & les Produi-
fans de la Sphére font 1°. fa Surface. 2°. Le tiers
de fon Raion. La Surface de part & d'autre eft
fuppofie égale. Par conféquent, les deux Solides
font entre eux comme leur fecond Produifant,
Ceft-3-dire, comme le Raion droit de I'lcofac~
dre eft au Raion de la Sphére. Or le Raion de la
Sphére eft plus grand que le Raion droit de
I'Icofaédre. Car ces deux Raions ne pourroient
€tre égaux qu'en fuppofant que IIcofaédre pour-
roit étre circonfcrit A la Sphére. Mais s'il étoit

SR
Lwv. IIL.

III. SEcT.
CHaAP. IV,

circonfcrit 2 la Sphére, fa Surface feroit plus’

grande que celle de la Sphére. Donc le Raion
de la Sphére eft plus grand que le Raion droit
de I'lcofagdre. Donc la Sphére fous une égale
Surface emporte en Solidité.
Rappellons-nous un principe lumineux dont
nous avons fait beaucoup d'ufage par rapport
aux Polygones. Nous avons obfervé que plusles
Angles éroient aigus , & moins ils renfermoient
d’efpace; & qu'au contraire ils en contenoient
d’autant plus, quils étoient plus obtus. De-I2
nous avons conclu que de tous les Polygdnes, le
Triangle éroit celui qui renfermoit le moins
d'efpace relativement a la-grandeur de fon Pé=



Se—
Liv. IIL
*1IL. SBcCT.
€uar. IV.
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rimétre; & le Cercle au contraire, celui qui et
¢ontenoit davantage, attendu que les Angles
dont il eft enveloppé dans fa Circonférence,
font infiniment obtus. , A

Il en eft de méme par rapport aux Polyédres.
Plus un Angle folide eft aigu, & moins il con-
tient d'¢tendue; & n’en contient jamais davan-
tage, que lorfqu'il eft extrémement obtus. De-
12 vient le peu de Solidité des Pyramides rela-
tivement aux Prifmes de méme Bafe & de méme
Hauteur. De-12 la Solidité du Cylindre au-deflus
des autres Prifmes, & fur-tout du triangulaire,
De-1 enfin la Solidité de la Sphére au-deflus de
tous les autres Polyédres. Car les Angles folides
dont la Sphére eft environnée, & dont les Som-
mets forment fa Surface, font infiniment obtus,

- C'eft-2-dire, infiniment prts de la valeur de qua-

tre Angles-droits-plans.

On pourroit peut-étre penfer que le Cylin-
dre doit étre dans le méme cas  railon de fa
Courbure circulaire. Mais quoiqu'’il foit par cette
raifon plus folide que les autres Prifimes , cepen-
dant il faut obferver que fa Surface courbe ne fe
joint 2 la Surface des deux Bafes que par un An-

- gle droit, fi le Cylindre eft droit, ou par des

Angles moitié aigus, moiti¢ obtus, s'il eft incli-

né; & que cette joncion fous des Angles mé-

diocres ne lui fait gager du coté de la Surface,

qu'au dérriment de la Solidité. La Sphére na
oint de pareils Angles; & c’eft ce qui la rend
e plus folide de tous les Polyédres.
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QUATRIEME SECTION.

. ! n Les Sol}de: ﬁmbldbkh

NOus avons déja-développé dans ce troifié-
N-me Livre les Rappotts que plufieurs; So=
lides ont entre eux.:1l eft en effet impoffible de
traiter un peu 2 fond quelque point de Géomgé-
trie fans comparer les Figures les unes aux aus
tres; & cette . comparaifgn produit néceflaire
ment la connoiffance des Rapports. Il Sagit ici
de:sélever au-deflus des Rappoits particuliers,
& d’¢rablir des régles générales qui canvienneny
a tous les Polyédres que I'og voudra comparers
- . Lorfque nous avons trajté des. Rappogts entge
les.Polygénes, npus les ayans confidérés.d’abord
futvant leur. Périméire; & enfuite felon Lefpace
qu'ils renferment. L'ordre fembleroit demandeq
que nous confidéraflions auffi les, Rapports desg
Polyédres, dabord quant A la Surface.:gui les

“Lav, I,
V. SBCT,

environne, & enfhite; quant 2 étendug renfery

mée dans cette Surfage., ;f . , cirdd o125
.. Mais la fuperficie,des Solides n’eft pas.d'une
nature difiérente de cellg que nqusavons exar
winde dans lg Livse précédent. Les Polyédres
{ont_couverts d'un, amas.dg-Ralygones dong, le
développement donue une Figure {uperficiellq
quelconque. Etl'on pent.chercher les Rapponts
qui fe trouvent entre: les divers développemens
par.les tégles, éeablies: daas leiLivre, précédent,
Seét. TLL' Nous, p'envifagerons dogg les Polyes
dres que felon leur Solidice,



Liv. IIL.
“IV. SECT.
CHar. I.
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——————————
CHAPITRE PREMIER.

Olfervations générales fur le Rapport
o . i des Polyédres. :

TOute -Figure eft égale an produst de fes Pro-
4 duifanis. Ceft un principe général commun
aux’ Polygdnes & aux Solides. Mais les Polygd-
nes n’ont que deux Produifans, & les Solides en
ont trois, ce qui donne lieu a plus de combi-
naifons. - - - T e ‘
« I eft-clair que les Solides ont trois Produi-
fans.: Car pour conftruire un Polyédre, il faut
d'abord multipliet 'une Ligne par une ‘autre, ce
dui dohné une Sutface; & enfuite multiplier
¢erté Surface par une troifiéme Ligne. Mais fou-
vent on réduit 2 deux lés trois Produifans d'un
Polyédre: fcavoir , 2 la Surface qui fert de Bafe;
& 4 1a Ligne de Hauteur, par (}aquelle la Bafe

~ ef multipliée. Alofs on regatde la Bafe comme

tin feul Produifant, qui renfermé la Longueut

& la Largeur de la Figure. :

- Cleft ainfi que nous en avons uf? jufqu’s pré-

fént', & quon en doit ufer pour abréger , tou-

tesles fois qu'il ne s’af;it que d’évaluer 14 Solidiré

d'un Polyedre. Lorfque I'on n'a point d'autre

but, 3 quoi fetviroit-il de faire atténtion 2 la

valeur précife des deux Dimenfions de la Bafe?
ot n’a befoin que de connoitre I'efpice qu'elle

renferme, pour le multiplier par E\' Lighe de

Hauteur: Or la méme quantit¢ d’efpace peut
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&tre contenue dans des Polygdnes d'une infinité
de formes différentes, qui font toutes égales
pour la production de la Solidité. Ainfi, dés
qu'on en a le réfultat, la confidération de la
Longueur & de-la Largeur particuliere de la
Figure ne feroit que diftraire fans aucun fruit,
‘Mais lorfqu’il sagit de trouver le Rapport
des Solides-entre eux, il eft fouvent nécelfhi'te
de comparer les trois Produifans de I'un aux
trois Produifans de 'autre. Nous allons les exa-
miner fous cette double vile, pour en recueillic
“les Rapports réfultans. Commengons par les
confidérer comme le produit de deux Produi-

s. ' , .

-On voit d’abord que deux Polyédres quelcon-
ques [int gntre eix en Rasfon compofée de la Bafe
@ la Baft, & de la Hantenr a la Hautenr. -

' ‘Car comparant la'Bafe du premier 2 la Bafe
du fecond; & la Hauteur du premier 2 la Hau-
teur.du fecond, on a detix RaiF
“dont les Produifans du premiier font les Antécde
deéns; & les Produifans ‘du fecond, les Confé.

uens. O le-premier Solide eft égal-au produtt
des deux-Antécédens; & le fecond , auproduit
des deux Conféquens. Donc la Raifon de ces
denx Polyédres eft.compofée des Raifons fimi
Ples it Balt 3 Ja BAE & e Is Haueear 3 Lo
Hautenr. . .7 0 S

* 1Y fav oblerver q\i..e.'la Hautevr entiere eftun
Produifanr dans le Prifme; & que dans la Py~ ™

‘rainide & les autrés Polyédres que I'on réduie
‘¥la Pyramide, c& n'eft'que ¢ tiers de la Hau-
teur, Ceft 3'quoi il falrayoir aweiition lorfque

n————
Liv. III.

IV. Secr.
Cuar. L

ons quelconques, "

“w'
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= Ton. compare la Solidité du Prifme 2 celle de la
" Liv. III Pyramide; car s'il ne sagiffoit que de comparer
AL SB,CT Pyramide 2 Dyramide, ﬁne feroit pas néceflaire
(Cuar. I &'y regarder de fi pres, érant évident que les
Hauteurs entieres des Pyramides font en mcme
Raifon que leur tiers.
. Cela pof¢, il fuit du principe que. nous venons
,J établir fur la RaxfOn co,mpofée, 1°. que deux
.Sohde.c quelcongues , dews;. Paralléls zpede: par
“ex emple ayant des Ba/é: egale.r ont entre eux
camme lenr Hantmr, ou comme lenr Bafe, s ’sls
omt dés Hantenrs Egales.
- Fig. 96. ~ " Soient deux Pr;fnes ayant cﬁacun une Bafe de
"{8 Pieds quarrés. Soit’ i Ia Bafe du premier mul-
tipliée par 4 Pieds de Hauteur; & la Bafe dufe-
«coiidy par 2. et évident que le premier , pro-
daie de [égalitd par le don le, eft deuble da
Jfecorid,, produit de légah;é par le, ﬁmpk. 72
Gas
Fig. 97. 3 Il ﬁn fera de mcmeﬁla Hauteur étant égale >
‘les Bales fant- cfunc Grandeugy différente , par
exemplc, 12 & @ Car il eft.évident. yc 2%4
eﬁ double de%éx;: CglI :‘1 q .....
G2 o;fqnc a#a Hauteur uzz Po{yé’-
dre [gzt récproges 4da Bafe. & 4 H.mtexr
tre Roly ! rg lc.r ngx Solides. ﬁmt EGANKs
ngr ors [gs cyx Pre wilans du premier font
xttcmes duﬁ’é Propomon ométrique,
Sont les Prodq},[éps Judecond. font les Moyens. -
#ig. 98, Soit a Bafe dun Pagal[f:hpxpt: > $ Han-
’teur 6:la Bafe d’ un autre Parallélipipé p ,,1;. 3
B;Ja auteu 'é Sl on ¢ Page

-Pfemlf 3 Ja ﬂ}siequda & enl e aHaj
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teur du fecond 2 la Hauteur du premier, on =
aura 8-12::4.¢6, C'eft-2-dire, 12x4=8x6. Donc Liv. IIL
Ie produit des Produifans de chague Paralléli- IV- Sect.
pipéde étant égal, les deux Parallélipipddes le €A% 1-
font auffi. ‘
2% Lorfque les Bafes de denx Polyédres fony
froportionmllu a lewr Hautewr, Ceft-2-dire,
orlque la Bafe du premier eft a la Bafe du fe-
cond, comme {a Hauteur du premier eft 2 la
Hauteur du fecond, les Polyédres font en Raifon
dvublée de lewr Bafe ¢ de lenr Hautenr, Car la
Raifon compofée de deux Raifons égales eft une
Raifon doublée. '
Ayant deux Prifmes dont la Bafe du ptemier Fig. 99
eft 12, & la Hauteur 6 la Bafe du fecond, 8;
& la Hauteur, 4. Jai la Proportion: 12-8::6.
4- Les deux Raifons compgflzantes érant égales,
Ia Raifon com‘pofée 72 2 32 eft doublée; & fon
Expofant 2+ % eft un nombre quarré; dont la
Racine eft 1+ 3.Expofant des Raifons fimples.
-1l fuic de-2 que ces dewx Prifines font entre
enx comme les Quarrés de lesrs Hauteurs on de
denrs Bafes. ‘
Car les deux Raifons fimples étant égales, &
par conféc}uent grandeurs égales , peuvent fe
fubftituer I'une A l'autre, fans changer la Pra-~
portion. Ainfi au lieu de -

120812 6+ 4
Je puis dire.: 12- 83012+ 8.
Ou bien: 6. 4:: 6+ 4.
La Raifon compofRe de la premiere Proportion
Gg '
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eft 72 2 32. Celle delafeconde, 144 2 64.: celle
de la troifiéme, 36 2 16. Or 72432114464

:236+16. Done les deux Prifmes font comme
les Quarrés de leur Bafe ou de leur Hauteur.

* Ceci néanmoins mérite quelque explication.
.On ne fera point furpris d'entendre parler du
Quarré de la Hauteur des Prifmes; car cette
Hauteur eft une Ligne trés-propre 2 devenir une
Racine quarrée. Mais queft-ce que le Quarré
d’une B:}ea On peut multipliet un Polygone
par une Ligne, & le produit eft un Solide. Mais
pour multiplier un Polygone par lui- méme, il
faudroit fuppofer plus de trois Dimenfions dans
I'étendue. : ‘

Mais ne nous effrayons pas. Lorfque 'on com-
pare deux Polygénes pour juger de leur efpace
sefpectif,, on eft obligé de les ‘Jattéget en unités
fictices de méme grandeurs'en Quarrés, par
exemple; d'un Pied, d'un Pouce, &c. & Fon
compare le nombre de ces Quarrés contenus
dans un des Polygones au nombre de Quarrés
coatenus dans autre ; par exemple ; 12 Quarrés
3 8 Quarrés, lefquels font cenfés . Grandeurs
linéaires, c’eft-2-dire, rangés fur une feule Li-
gne, quand il s'agic d'en fairg des Racines de
Quarrés. * o o

Ainfi , lorfquon dit que deux Prifmes. fong
entre eux comme les Quarrés de leurs Bafes 12
& 8, onentend qu'ils font entre eux comme le
Quarré compofé de 144 petits Quarids pageils
aux unités fictices des Bafes, feroit 3 un- Jusg
Quarr¢ compofé de 64 petits Quarrés de méme
grandeur, - R
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Confidérons maintenant les Polyédres com- s
me formés par le produit de trois Produifans;  Liv. IIL
& voyons ce qui doit réfulter de leur compa- IV SEcr.
raifon. : CHar. L
Nous partirons toujours du méme principe ,
fcavoir, que dewx Polyédres font entre eux com-
me le produsr de lenrs tross Produifans , ceft-a-
dire ; en Raifon compofée de la Longueur 2 la
Longueur , de la Largeur 2 la Largeur , & de la
Profondeur A la Profondeur. Car en multipliant
les Antécédens de ces trois Raifons, on a le pre-
mier Polyédre; & le fecond, en multipliant les
Conféquens.
D'ou il fuit* 1°. que deux Polyédres qui ont
un Produifant commun, font entre eux comme
le produit des deux autres;ou comme leurs
Produifans inégaux, s'ils en ont deux égaux.
Soient deux Prifmes, dont le premier ait 4 Fig. 97,
- de Longueur , 3 de Largeur & 4 de Profon-
deur : & le fecond, 3 de Longueur,2.de Lat-
geur & 4 de Profondeur. Ces deux Prifmes
n’ayant de comrun que la Profondeur 4, font
entre eux comme le produit de leurs deux pre-
miers Produifans , c’eK—i—dire ,comme 12 eft
6. Car le produit des trois Produifans du pre-
mier eft 48, & du fecond, 24. Or 48.24::
12+6. : : -
Soient encore deux Prifines, dont le premier  Fig. 96
ait 6 de Longueur, 3 de Largeur & 4 de Pro-
fondeur§ & le fecond, 6 d¢ Longueur, 3 'de
Largeur & 2 de Profondeur. Ces deux Prifmes
font comme leurs Produifans inégaux., C’eft-2-
dire, comme 4 eft 2 2. Car le produit des trois
Gg ij
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wemsmmmn Produifans du premier eft'723 & du fecond,

Liv. III.
11. SECT.
CHAP. 1V,

Fig. aoo.

36.0r72+363:4-2.

2° Lorfque les trois Produifans dun Polyédre
font proportionnels anx tross Produifans d'un an-
tre, les dewx Polyédres font entre enx em Raifon
triplée de leurs Produifans bomologues. Car la
Raifon de la Longueur de I'un 2]a Longueur
de l'autre, étant égale A la Raifon de la Largeur
3 la Largeur, & de la Profondeur 2 la Profon-
deur, 1a Raifon compofée de ces trois Raifons
fimples eft une Raifon triplée.

D'oul il fuit que les dewx Polyédres fint entre
enx comme les Cubes de lenrs Produsfans homo-
logues. Car les trois Raifons étant trois gran-
deurs ‘égales, peuvent étre fubffituées les-unes
‘aux autres ‘fans aucun changement réel.

Soit un Prifme dont la Longueur foit 6, la
Largeur 3, & la Profondeur 12. Soit un autre
Prifme dont la Longueur foit 4, la Largeur 2,
& la Profondeur 8, il eft évident que les Pro-
duifans du premier font proportionnels aux Pro-
duifans homologues du fecond. Car ‘

| 6. 4:: ;-'z::n..-X. .
On peut donc fubftituer 2 ces trois Raifons éga-

les, la méme Raifon arrangée de méme.en Pro-
portion continuce, & dire :

_ 6 432 6:43% 644
oubien: 3+ 21! 30231 3.2.,

.ou bien: 12+ 8:212-8:212+8.

La'Raifon compofée des trois dernieres fq.tmu-
les {eroit une Raifon de Cube 2 Cube. Or cette
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Raifon feroit la méme que Ia Raifon triplée de Smmm——

1a formule ordinaire. Car: Lrv. III.
R IV, Skcr.
216-64:127+8:01728 < 512, - CHar. L

Dont I'Expofant commun 3 + % eft un nombre
cubique, produit de 1+ 3 Expofant des Raifons
fimples, multipli¢ deux fois par lui-méme.

Donc les dewx Prifies. font entre eux comme
Jes Cabes de lenrs Produifans homologues.

Les Commengans font quelquefois furpris &
méme embaraffés, lorfqu'ils li?ent dans les Elé~
mens de Gtomérrie que les Polyédres dont les
Produifans homologues font proportionnels,
font comme les Quarrés de ces mémes Produi-
fans; & d'antres fois, qu'ils font comme les Cu-
bes. IIs foupgonnent une contradiction dans ce
double langage:, & font tentés de regarder coms=
me des paralogifmes les preuves dont on appuye
ces deux aflertions. e o

Il y aurbit ef! effet unc véritable contradic-
tion, fi 'on difoit des mémes Polyédres, qu'ils
font comme les: Quarrés de leurs Hauteurs,
& comm¢ les Cubes de ces mémes Hauteurs,
Car la différence de ces deux Raifons eft énor-
me. Mais il faut avoir grand foin de diftinguer
les occafions ol il eft A propos de confidérer
les Polyédres commie ‘s'ils n’avoient que deux
Produifans, & ¢elles oui Fon doit confidérer les
crois {éparément. Ce n'eft que dans le premier
cas que I'on dit, que lesPolyédres font comme
Tes &an'és, lorfque les Hauteurs- font propor-
tionnelles aux Bafes: & ce n'eft-que dans le fo-
condcas, quedes Polyédres , dont les tImis Pro-

Ggii



1
Liv. 11

iV. SECT.
CHAP.
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<duifans font proportionrels, font comme lesCu-
bes. A quoi il faut ajoutei®pour achever d'ter
toute équivoque, que dans les premiers Polyé-
dres, les Produifans des Bafes ne font pas propor-
sionnels, quoique les Bafes foient praportion-
nelles aux Hauteurss & que dans les feconds, les
Bafes ne font pas proportionnelles aux Hauteurs.
Des exemples rendront ceci plus fenfible.

J'ai deux Solides, dont I'un a pour Baf: 12,
& 6 pour Hauteur: & l'autre 8 de Bafe & 4.de
Hauteur. Il eft aif¢ de voir que les Bafes font
proportionnelles aux Hauteurs. Car 12+82:6+4.
Donc les deux Prifmes confidérés comme le
produit de deux Produifans foat entre eux en
Raifon deublée, & par conféquent comme les
Quatrés de leurs Produifans homologues.

- Mais les Produifans des Bafes ne font pas pro-
gortionnels entre eux, ni avec les Hauteurs des
rifmes. Car 4 £c ngueur du premier, n'eft pas
2 4 Longueur duiecond, comte 3 Largeur du
premier eft 2 2 Largeur du fecond, ni comme
6 Hauteur du ‘premier eft 3 4 Hauteur du fe-
cond. Par con{c¢quent,les deux Prifiles n’ayant
pas leurs trois Produifans homelegues propor-
tionnels, ne peuvent jamais étre comme les Cu-
‘bes de ces mémes Produifans.
.. Suppofons maintenant deux Prifmes dont les
arois Produifans fojent proportionnels; que par
exemple, 6 Longueur du premier foit 2 4 Lon-
.gueur du fecond, comme 3 Largeur du premier
eft 3 2 Largeur du fecond, & comme 12 Hau-
seur du premier eft 3 8 Hauteur du{econd.-Ces
deux Prifmes. fant en Raifon xciplée, & par
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. €onféquent comme les Cubes de leurs Produi-
fans homologues.

Mais fi Fon s'avifoit de les confidérer comme

le produir-de deux Produifans, c’éft-3-dire, de

SE——
Liv. HI.
Iv. SkcT,
Cuar. I,

la Bafe par la Hauteur, les deux Produifans du

premier ne feroient pas proportionnels aux deux
Produifans du fecond. Car 18 Bafe du premier
n'eft pas 2 8 Bafe du fecond, comme 12 Hau-
teur du premier eft 2 8 Hauteur du fecond. Par
conféquent, ces deux Prifines confidérés avec
deux Produifans, ne peuvent jamais €tre come
me les Quarrés de ces mémes Produifans.

11 ne répugne donc en aucune forte ,que deux
Poly&dres foient entre eux comme les Quarrés
de leurs Bafes & de leurs Hauteursy & que deux

autres tout différens foient comme les Cubes.

de leurs Longueurs . de leurs Largeurs , &'de
leurs Profondeurs.
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Liv. IIL —— ——
G CHAPITRE IL

Rapport des Polyédres [emblables.

Eux Polyédres peuvent étre parfaitement

égaux fans éere femblables , une Pyrami-
de, par exemple, & une Sphére: Ils peuvent
auffi étre parfaitement femblables fans étre
égaux, deux Sphéres, par exemple, d'inégale
grandeur. :

Mais la reffemblance entre les Polyédres peut
étre plus ou moins parfaitd. Un Cylindre, par
exemple, réffemble plus 2'un Cylindre quel-
conque qu'au Prifime triangulaire , quoiqu'il ref-
femble plus 3 celui-ci qua la Pyramide. Il ne
s'agit ici que de la parfaite reflemblance.

Aprés l'idée que nous en avens tracée dans’
le Livre précédent, nous pouvons nous difpen-
fer de nous étendre fur ce fujet. Mais comme
Ies Polyédres font plus compofés que les Poly-
gones, la parfaite fimilitude des premiers exige
plus de conditions, 1l eft néceﬂfi;e de les dé-
tailler. : ' :

1°. 1l faut que les deux- Polycdres que l'on
compare foicnt de la méme claffe, du méme
genre, de la méme efpéce. Un Prifine & une
Pyramide ne font pas des Figures femblables ,
non plus qu'un Parallélipipéde & un Cylindre,
ou bien un Prifme pentagonal & un exagonal.

2% 1l faue gue deux Polyédies de la méme
elpéce [oient droits, ou que tous deux aient la
méme inelinaifon,
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" - 3% Qu'ils foient terminés par le méme nom- me—

bre de Faces; & que chaque Face de l'un foit
parfaitement femblable 2 la Face correfpondan-
te de lautre.
4°. Que les deux Polyédres aient le méme
nombre d’Angles folides; & que chaque Angle
de Tl'un foit égal A 'Angle correfpondant de
Pautre; ceft-2-dire, quiil foit formé par le mé-
me nombre d’Angles-plans dans 'un & dans
Pautre Polyédre';-& que chacun de ces Angles-
plans foit égal A PAngle-plan torrefpondant.
5° Que les trois Produifans des deux Poly&-
dres foient proportionnels, c’eft-A-dire, quily
ait méme Raifon de la Longueur du premier
3 B Longueur du fecond, de la Largeur 2 la
Largcur, de la Profordeur 2 la Profondeur.
6" Enfin, que toutes les Lignes femblable-
ment tirées dans les deux Polyedres foient pro-
portionnelles aux Lignes qui expriment les

Produifans. Car il eft évident que la fimilitude,

arfaite dépend de I'exacte Proportion fcrupu-
feufement obfervée dans les plus petites parties
des Figures. Il eft inutile de démontrer au long
que dans les Figures femblables les Produifans
homologues & les Lignes femblablement tirées

Liv. I
V. SEcr.
AP, II,

forit en Proportion. Il faudroit autant Hprouver: .

que les Figures femblables doivent fe reflembler.

On avi dans le Livre précédent , que les Po-
lygdnes réguliers font femblables 3 tous ceux
de leur clafle. La raifon en‘eft fenfible : ces Po-
lygones font tellement uniformes quun feul
Coté & un feul Angle déterminent(ieur conf-
truction, fans qu'elle puifle varier. Ayant deux



smepmenews | jones inégales, fi j'en veus faire deux Triangles
Lyv. 1L, équilatéraux, les Cotés qui fuivront dans cha-
Iv. $BCT. que Triangle feront égaux A celui qu'on g pris
Smar. o pour modéle; & les Angles feront néceflzire-
ment dans ['un & dans Fautre Triangle , cha-
cpn de 60 Degrés. Par confEquent, [e méme
Rapport qui ¢toit entre les deux premieres Li-
gnes fe conlervera entre les Cotés fabféquens.
. Par.la méme raifon, tous les Polyedres régu-
Iiers font femblables 3 ceux de leur clafle : les
Tétiagdres aux Tétraédres; les Exaédres. anx
~ Exaedres; les O&agdres aux Octaédressles Do-
décaédres aux Dodécaédres; les kcofaédres aux
Ycofaédres; enfin les Sphéres aux Sphéres. Tous
Jeurs Angles font les mémes; & les Raions #bli-
ques font égaux dans chaque Figuré, auffi-bien
que les Raions droits. .
.. Si je veux conftruire deux Tétraedres régu-
liers avec deux Lignes de grandeur inégale , je
fais d'abord deux Triangles équilatéraux : en-
fuite je joins A chacun d’eux trois autres Trian-
fles'de ‘méme grandeur que le premier. Voil2
Jes deux Téttaedres conftruits ; & chacun d’eux
- feta tellement déterminé dans fa forme, quil
feroit impofiible de lui en donner une autre.
De méme , ayant déux Lignes différentes
prifes pour Raions de deux Sphéres, ces deux
Polyédres feront tellement décidés a-étre d’une
certaine fagon, que chaqué Sphére ne peut étre
ni plus grande ni plus petite. Donc toutes les
‘Sphéres font des Figures femblables.
. En général, ces Figures ont cela de commo-
- de, que leur feule régularité fuffic fans autre

GeOMETRIE METAPHYSIQUY.
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examen , pour juger qu'elles ont toutes les con-

———

ditions requifes pour étre femblables 2 celles Liv. IIL

leur efpéce. -Mais on fcait qu'il y a moins de I
de leur efpece is on fcait quil y n Coar. 11

Figures rcgulieres parmi les Solides que parmi
les Polygénes. Cependant la plus grande irré-
gulariré n'eft pas un obftacle 2 la plus parfaite
reflemblance; parce que deux Polyédres , quet-
ques irréguliers qu’i?: fotent ,” peavent r?\;‘ﬂr
toutes les conditions fpécifiées ¢i-deffus.

Nous dvérnis encoré vil dans le Livre précé-
dent, qué fes Polygdnes femblables pouvoient
&ere confidérds, otr felon leur Péritnéere , ou fés
Ion Tfefpace contenu; & que cette double con-
fidération formoit entre eut des Rappotts dif-
fétens. Nots avons prouvé que fous la premiéré
viie ils étoient comme les Cotés homologues
de leurs Périméeres , ou comme les-Lignes fem-
blablement tirées dans leur capacité : & que
cprpﬁdéf&fﬁué’leiﬁcowpéiht'dc viie,ils étoient
comime les Quarrés de ces mémes Cotés homo-
logues ou de ces mémes Lignes femblablement
tirdes. _ -

L’analogie nous fait découvrir ce double
yoint de vie dans les Solides femblables. Car
res Surfaces dont ils font enviropnés font i leur
égard ce qu'eft le Périmétre A 'égard des Poly-
6nes. On peut donc confidérer les Polyédres
emblables ou felon les Surfaces environnantes,
ou felon I'efpace qu'elles renferment. ‘

-Sous le premier afpet, les Polyédres fem-.
blables font entre eux'comme les Surfaces en--

vironnantes homologues. Or ces Faces font en<
tre elles comme les Quarrés de leurs Céés

A

V. SBCT.
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s homologues. De plus, le développement de ces
Lav. IIL. Surfaces, donne des Figures planes femblables,
1v. SBcT. quj font entre elles comme les Quarrés de leurs
Cuar. Il périmérres ,, oudes. parties correfpondantes de
" leurs Périmétres. Ainfi, 2 cet égard la fimilitude
des Polyédres.ne diftére en rien de la fimilitude
des Polygones ;. & comme nous avons ample-
ment traité de celle-ci dansle Livre précédent,
il feroit fort inutile d'y revenir..
H ne nous refte donc plus qu’ confidérer les
Polyédres femblables fous le fecond afpe&, c'eft-
a-dire, felon I'efpace contenu dans cetre efpéce
de Boéte formée par les Surfaces environnantes.
Or l'analogie nous condyit a penfer, que les
Polygénes femblables étant entre eux comme
les Quarrés de leurs Produifans. homologues,
les Polyédres [emblables doivent étre comme les.
Crbes. :
Fig. 100. . Car les Produifans de deux Polyédres fem-
blables étant proportionnels, il y a méme Rai-
fon de la Longueur 2 la Longueur, delaLar-
geur 2 la Largeur, & de la Profondeur 2 la
Profondeur.. Or une Raifon.compofée de trois
Raifons égales, eft une Raifon. triplée; & pac
conféquent les produits font entre eux comme
Ies Cubes des térmes d'une des Raifons fimples..
De plus, les Lignes femblablement tirées dans
Ies Polyédres femblables, font proportionnelles
aux Produifans. Donc les Polyédres femblables.
font entre eux comme les Cubes de lesrs Produi-
fans bomologues & de lewrs ansres Lignes fem-
blablement tivées. '
. 11 faut remarquer que la Converfe de cette.
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Conclufion'ne feroit pas véritable. Car on peyt

imaginer des Polyédres, qui, fans étre fembla< Liv. 111,
bles , feroient néanmoins entre eux comme les é‘; SEcT.

Cubes de'leurs Produifans homologues. Suppo-
fons, par exemple, deuw Parallélipipédes , lP un
droit & l'autre incliné, dont les Bafgs foient des
Parallélogrammes femblables. Les deux pre-
miers Produifans de l'un feroient déja par®on-
{&€quent proportionnels aux deux Produifans de
Tautre:Suppofons encore queles Hauteursde ces
deux Polyédres foient auffi en Proportion avec
fes Longueurs & les Largeurs des Bafes: il eft
évident que- ces deux Paralléipipédes, qui ne
font ‘ullement des Figures femblables, font
néanmoins entre eux comme les Cubes de leurs
Produifans homologues. C'eft’ que la Propor-
tion des Produifans; néceflaire a la fimilicude
des Figures, n'eft pas la feule condition qui foit
effentielle. Elle peut donc appartenir 2 des Po-
lyédres nuifement femblables, qui n'auroient
Eas les autres conditions requifes pour la fimi-
irde parfaite. _

(#) La différence de Solidité qui fe trouve
entre deux Polyédres qui feroient entre eux
comme les'Cubes de leurs Produifans homolo-

es eft fi confidérable;, qu'elle étonne I'imagi-
nation. JI eft par conféquent 2 propos de fe la
rendre familiere, pour éviter les méprifes o
Pon pourroit aifément tomber. '

(@) Ce qui fuit jufqu'a Ia fin, eft tiré prefque mot 3 mot
de ’l’Abré%: des Elémens de Géométrie de M. Rivard cé-
Jébre Profefleur de Philofophic dans I'Univerfité de Paris.
Yoyez pag. 212, & fury, - - )

4

AP, 11,
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mwpmmmmm  Quand il sagit des Surfaces femblables , un
Lwv. III. Produifant double, triple, &c. donne une Sur-
IL. SBCT.  face quadruple, nong:uple > .&c. parceque les
Cuar. I gurfaces fonr entre elles comme los Quarrdés.
Mais les Polyédres fepblables étant comme les
" Cubes, un Prodyifant double, donne un Solide
huit fois plus grand : un Produifant triple , don-
ne@n Soﬁde 27 fois plus grand : un Produifant
quadruple donne un Solide 64 fois plus grand;
& ainfi de fuite, felon I'ordre des Cubes numé-
raires. o ’
- Les Cubes, par exemple, font des Polyédres
femblables. Je compare donc un-Pied & un
Pouce cubique, & j¢ veus fgavoir de combien
le premier eft plus grand que le fecond. Pour
sela, jobferve que le Pied courant contenant
12 Pouces, la Racine du Pied eubique eft 12
fois plus grande que celle du Pouce cubique.
Do je conclus que le Pied cubique eft au Pouce
cubique comme le Cube de 12 eft au Cube de 1.
OrleCubede 12 eft 17283 & le Cubede 1 eft
1. Donc le Pied cubique eft 172§ fois plus grand
que le Pouce cybique. -

Les Sphéres fonr auffi des Figures femblables.
Elles font donc entre elles comme les Cubes de
leurs Rajons ou de Jeurs Diamétres. Suppofant
donc que le Diamétre du Soleil eft 3 celui de
la Terre compme 700 eff 3 1 : quelqu’un qui

" patleroit fans réflexion, ou qui pe ferait pas
Glomérre, en concluroit tout d'un coup que
le Soleil eft 100 fois plus gros que la Terre. Mais
ce feroit un farieux mécompte. Car le Cube de
<400 off un million, & le C_gge de 1 eft 1. Dong
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le Soleil eft un million de fois plus gros que a
Terre. _
Remarquons encore que dans la comparaifon
de deux Sphéres il y a une prodigieufe diffé-
rence entre le Rapport des Circonférences de

e ]
Liv. IIL.
IV. Smcr.
CHAP. IL

leurs grands Cercles, celui de leurs Surfaces, -

& celui de leur Solidité. Car 1°. les Cicconfé-
rences des grands Cercles font comme les Dia-
métres. 2°. Les Surfaces, comme les Quarrés
des Diamétres. 3°. Leur Solidité, comme les
Cubes de ces mémes Diamétres.

Pour juger fenfiblement de cette différence,
comparons le Diamétre 100 du Soleil au Dia-
métre 1 de la Terre, on verra que la Surface
du Spleil eft A celle de la Terre comme 10000
(%xa.rré de 100, eft 3 1 Quarré de 15 & quela
Solidité du Soleil eft A celle de la Terre ,edmme
un million, Cube de 100, eft 3 1 Cube de 1.
La différence de ces deux Raifons eft énorme
comme I'on voit. Or tous les Solides femblables
font dans le méme cas; puifque leur Surface
¢tant comme les Quarrés de leurs Produifans
homologues, leur Solidité eft comme les Cubes
de ces mémes Produifans.

D'oul il faut tirer cette tonclufion trés-im~
Eortante : {gawoir , que de deux Pelyédres feme

lables , le Gros , toute Proportson gardée , a bean-
oup moins de Surface que le Petsz. :

Fin d troifiéme & dernigr Livre.
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